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Prefacio

Este texto objetiva apresentar alguns modelos de regressao para andlise de
dados univariados. Nao se pretende abrir todos os modelos de regressao, mas
sim abordar os principais modelos usados na pratica de uma forma resumida
e consistente.

Existe uma vasta literatura destinada a estudar — de forma isolada — os
seguintes modelos: os modelos normal-linear, os modelos para a andlise de da-
dos categorizados, os modelos lineares generalizados e os modelos aditivos gen-
eralizados. O pré-requisito para a leitura deste texto é um Curso de Inferéncia
Estatistica com base em Teoria da Verossimilhanca ao nivel de graduagao.
O texto, dividido em 6(seis) capitulos, se destina prioritariamente a alunos
de mestrado e doutorado embora possa também, ser utilizado por alunos dos
ultimos anos de graduacao.

O Capitulo 1 descreve o modelo classico de regressao e o Capitulo 2 trata
dos modelos lineares generalizados. Técnicas de diagndéstico nesses modelos
sao descritas no Capitulo 3. Os principais modelos lineares generalizados e
algumas de suas extensoes sao apresentados no Capitulo 4. Outros mode-
los de regressao importantes como o modelo normal nao-linear, os modelos
heterocedasticos e autocorrelacionados sao tratados no Capitulo 5.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentam-se anéalises de dados reais através
dos sistemas S-PLUS e GLIM.

Agradecemos ao Oscar P. da Silva Neto pelo trabalho de preparagao dos
originais.
Recife, dezembro de 2006.

Gauss M. Cordeiro
Eufrasio de A. Lima Neto
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Capitulo 1

Modelo Classico de Regressao

1.1 Introducao

A analise de dados através da regressao linear é uma das técnicas mais usadas
de estimacgao, existindo uma ampla literatura sobre o assunto. Os seguintes
livros contém os principais tépicos relacionados com regressao linear: Scheffé
(1959), Searle (1971), Rao (1973), Seber (1977), Arnold (1981), Draper e Smith
(1981), Cook e Weisberg (1982), Montgomery e Peck (1982), Weisberg (1985)
e Wetherill et al. (1986). O principal objetivo deste capitulo é apresentar
alguns conceitos basicos de regressao linear que visam a facilitar a compreensao
dos capitulos seguintes, onde serdao apresentados modelos de regressao mais
amplos.

O modelo classico de regressao teve origem nos trabalhos de astronomia
elaborados por Gauss no periodo de 1809 a 1821. E a técnica mais adequada
quando se deseja estudar o comportamento de uma varidvel dependente y
(varidvel resposta) em relagdo a outras varidveis independentes (varidveis ex-
plicativas) que sao responsaveis pela variabilidade da varidvel resposta. O
modelo classico de regressao é definido por:

i) respostas y; independentes (ou pelo menos nao correlacionadas) para
i=1,...,n, cada y; tendo uma distribuigao especificada de média p; =
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E(y;) e variancia o

constante;
ii) a média u; é expressa de forma linear como pu; = a:;-rﬂ, onde LUZT é um
vetor 1xp com os valores de p varidveis explicativas relacionadas a i-ésima

resposta y; e § é um vetor px1 de parametros a serem estimados.

A estrutura i) e ii) pode também ser expressa na forma matricial p =
E(y) = XB,ondey = (y1,...,yn)T é um vetor nx1 cuja i-ésima componente é
y; e X é uma matriz nxp formada pelas linhas 7', ... 2. Em geral, adota-se
a hipotese de aditividade entre y e p, isto é, y = p + €, onde € é um vetor

2 constante. Os erros sio considerados

de erros de média zero e variancia o
independentes ou pelos menos nao-correlacionados. Os efeitos das varidveis
explicativas, que formam as colunas da matriz X, sobre a varidvel resposta y
sao lineares e aditivos. Na formacao da matriz modelo, considera-se geralmente
a primeira coluna como um vetor de uns sendo o parametro correspondente

denominado intercepto.

O objetivo inicial é estimar 8 a partir do vetor y de dados e da matriz
modelo X conhecida, suposta de posto completo p. A estimacao pelo Método
de Minimos Quadrados nao requer qualquer hipétese sobre a distribuicao das
componentes do vetor y. Este método consiste em minimizar > . (y; — pi)?.
Outras normas podem, também, ser adotadas como min)_, | y; — p; | ou
maz; | y; — p; |, produzindo métodos alternativos de estimagao. O método
de estimagao M (Huber, 1973) substitui a soma de quadrados dos erros ), €7
por Y. p(e;), onde p(e;) é uma fungao simétrica. A escolha entre os métodos
pode ser baseada na suposicao da distribui¢ao dos erros € ou no programa
computacional disponivel. Entretanto, segundo as hipéteses i) e ii), o método
de minimos quadrados continua sendo o método preferido entre estes métodos
de estimacao.

1.2 Estimacao

Adota-se a seguinte notacao matricial para representar o modelo cldssico de
regressao

y=XpB+e, (1.1)
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em que estd expresso a aditividade entre os efeitos lineares sistematicos em
p = X3 e os efeitos aleatérios em €, supondo ainda que Cov(e) = o?I. A soma
de quadrados dos erros SQE(3) = 3", (y; — wi)? correspondente ao modelo (1.1)
é dada em notagao matricial por

SQEB) = (y— XB)"(y— X7). (1.2)

Para estimar [ minimiza-se SQE(3) em relacao a 3, ou seja, minimiza-se o
quadrado da distancia entre os vetores y e u = X 3. Esta minimizagao implica
em resolver o sistema de p equacoes lineares dadas por

E@3
85@ 22:% yi — ;) = 0, (1.3)

parar =1,...,p. O sistema (1.3) em notacao matricial é expresso por XT(y—
X 3) =0, ou, equivalentemente, X7 X3 = XTy. Estas p equacoes lineares sdo
conhecidas como equag¢des normais. Como a matriz modelo X tem posto
completo, a matrix X7 X é inversivel e, portanto, a solucdo do sistema de
equacoes normais € unica. Esta solucao corresponde ao estimador de minimos

quadrados (EMQ) de # dado por
B=(XTx)"'xTy. (1.4)

O EMQ ﬂ em (1.4), segundo o modelo (1.1), tem as seguintes propriedades:
i) ﬂ minimiza a soma de quadrados dos erros Z , independentemente da
distribuicao proposta para os erros. Nao é necessario conhecer a distribuicao
dos erros para estimar ( mas precisa-se da normalidade para fazer inferéncia
sobre os parametros em (3. Esta inferéncia baseia-se nas distribuicoes t de
Student e F de Snedecor; ii) as componentes do vetor 3 sao fungoes lin-
eares das observacoes e sao estimadores nao-viesados de menor variancia dos
parametros em (3, comparando-os com quaisquer combinagdes lineares das ob-
servagoes, independentemente da distribuigao considerada para os erros. O
EMQ ﬁ em (1.4) pode ser escrito como fungao dos erros nao observados por

B=p3+(XTXx)1xTe (1.5)
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A diferenca B — B entre o EMQ e o vetor verdadeiro § de parametros nao
pode ser calculada pela equagao (1.5), pois o vetor de erros € nao é observado.
Entretanto, esta equagao ¢ importante no estudo das propriedades do EMQ
5.

No caso da matriz A = X7 X ser singular, ou seja, algumas das equacoes
normais dependem de outras equacoes de modo que ha menos de p equagoes
independentes para estimar os p parametros (3i,..., 3y, o sistema (1.3) admi-
tird uma infinidade de solugbes. Entretanto, se o mesmo for consistente (se
existir B), existem matrizes A~ tais que B = A~y é uma solugao de (1.3).
As matrizes A~ dependem somente de X7 X e em geral ndo sdo unicas, ex-
ceto quando X7 X for ndo-singular. Tais matrizes sdo chamadas de inversas
generalizadas.

No método de estimagao de Huber (1973), citado anteriormente, a mini-
mizacao de ), p(€;) em relagao a 8 produz o sistema de p equacoes nao-lineares

> wirp™M (i — ) =0, (1.6)
=1

em que pM(e) = dp(e) /. Se a funcio p(-) é quadratica, o EMQ (1.4) segue
diretamente de (1.6).

Exemplo 1.1: Regressdo Linear Simples.

Considere uma tunica varidavel explicativa x para representar o compor-
tamento de uma variavel resposta y cuja média é dada pela equagao linear
E(y) = u = By + B1(x — T). Pode-se estimar o vetor 3 = (o, 31)" a partir da
equagao (1.4), obtendo-se 0 EMQ de (3 como

-1

Yilri—x) Yi(wi - x)? 2i(@i — L)y

. Bo y
que, finalmente, reduz-se a g = = P _
@1 pi(zi—2)y

(xi—1)?
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Logo, o intercepto Gy é estimado pela média y das observagoes.

Exemplo 1.2: Regressao Linear Multipla.

Apresentamos agora um exemplo de regressao linear mitipla na estimagao
do consumo de combustivel nos estados americanos. Sejam as seguintes
varidveis: Cons = consumo de gasolina em galGes per capita-ano, Taxa =
valor do imposto estadual em cents por galao de combustivel, Rend = renda
média em US$, Rodov = extensdo em milhas da malha estadual e Licen =
percentual da populacao habilitada a dirigir. Os dados constam de Weisberg
(1985; Tabela 1.4). Assim, o interesse é estimar os cinco parametros do modelo
de regressao linear multipla: E(Cons) = o+ 1 Tax+ B2Ren+ B3 Rod+ (34 Lic,
a partir das 48 observagoes de cada variavel.

Tabela 1.1: Consumo de Combustivel nos Estados Americanos

Con Tax Ren Rod Lic Con Tax Ren Rod Lic
541 9.0 3571 1976 52.5 460 8.5 4574 2619 55.1
524 9.0 4092 1250 57.2 566 9.0 3721 4746 544
561 9.0 3865 1586 58.0 577 8.0 3448 5399 54.8
414 7.5 4870 2351 529 631 7.5 3846 9061 57.9
410 8.0 4399 431 544 574 8.0 4188 5975 56.3
457 10.0 5342 1333 57.1 534 9.0 3601 4650 49.3
344 8.0 5319 11868 45.1 571 7.0 3640 6905 51.8
467 8.0 5126 2138 55.3 554 7.0 3333 6594 51.3
464 8.0 4447 8577 529 577 8.0 3063 6524 57.8
498 7.0 4512 8507 55.2 628 7.5 3357 4121 54.7
580 8.0 4391 5939 53.0 487 8.0 3528 3495 48.7
471 7.5 5126 14186 52.5 644 6.5 3802 7834 62.9
525 7.0 4817 6930 57.4 640 5.0 4045 17782 56.6
508 7.0 4207 6580 54.5 704 7.0 3897 6385 58.6
566 7.0 4332 8159 60.8 648 8.5 3635 3274 66.3
635 7.0 4318 10340 58.6 968 7.0 4345 3905 67.2
603 7.0 4206 8508 57.2 587 7.0 4449 4639 62.6
714 7.0 3718 4725 54.0 699 7.0 3656 3985 56.3
865 7.0 4716 5915 724 632 7.0 4300 3635 60.3
640 8.5 4341 6010 67.7 591 7.0 3745 2611 50.8
649 7.0 4593 7834 66.3 782 6.0 5215 2302 67.2
540 8.0 4983 602 60.2 510 9.0 4476 3942 57.1
464 9.0 4897 2449 51.1 610 7.0 4296 4083 62.3
547 9.0 4258 4686 51.7 524 7.0 5002 9794 59.3
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1.3 Somas de Quadrados

O valor minimo da soma de quadrados dos erros é denominado soma de quadra-
dos dos residuos (SQR), pois mede a discrepancia entre o vetor de observagoes
y e o vetor de valores ajustados (ou médias ajustadas) f = X 3. Assim, SQR
é expresso por

~

SQR=SQEB) = (y— X" (y— XB). (1.7)

Pode-se verificar facilmente que i = X(X7X)~'X"y = Hy, onde a ma-
trix H é denominada matriz de projecao. A razao desta terminologia é que o
vetor [ dos valores ajustados é a projecao ortogonal do vetor de dados y no
espacgo gerado pelas colunas da matriz X.

A matriz H é simétrica (H = H'), idempotente (H? = H) e tem posto p.
Assim, o vetor B que minimiza a distancia (1.2) entre y e p = X3 é tal que o
vetor fi dos valores ajustados é a projecao ortogonal do vetor y das observacoes
sobre o plano gerado pelas colunas da matriz X.

O vetor de erros nao-observados ¢ = y — X3 é estimado pelo vetor de
residuos r, dado por

r=y—p=y-Xp. (1.8)

Tem-se r = y — Hy = (I — H)y, onde I representa a matriz identidade
de ordem n. E facil verificar que o vetor de residuos r e o vetor (i de valores
ajustados sao ortogonais. Com efeito,

rTi=y"(I-H)"Hy =0,

T

pois H é simétrica e idempotente. Temos, ainda, r’r = (y — )T (y — i) =

y"(I — H)'(I — H)y = y"y — i"'ji e, portanto,

y'y =i a4 (1.9)

A equacdo (1.9) mostra que a soma de quadrados dos dados (y”y) iguala a
soma de quadrados dos valores ajustados (4! /1) mais a soma de quadrados dos
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residuos (r7r). Esta equacdo é uma simples aplicacdo do teorema de Pitdgoras,
onde a hipotenusa é o vetor de dados y e os catetos sao os vetores das médias
ajustadas i e dos residuos r = y — ji. Assim, a soma de quadrados das
observacoes y!y pode ser decomposta em duas partes: a soma de quadrados
dos valores ajustados i’ = BTXTy e a soma de quadrados dos residuos
SQR = rr = (y — )T (y — f1), que mede a variabilidade dos dados nao-
explicada pela regressao (vide Secao 1.6).

1.4 Propriedades do EMQ e dos Residuos

Nesta secao apresentamos algumas propriedades de B que sao baseadas apenas
nas duas hipéteses basicas atribuidas aos dois primeiros momentos dos erros:
E(e) =0 e Cov(e) = o°I.
a) O EMQ 3 é Nao-Viesado.
A esperanca do EMQ § ¢ obtida de (1.5) como
EB)=E{f+(XTX)'XTe} =g+ (XTX)'XTE(e) = 6.

Logo, o EMQ ﬁ tem esperanca igual ao préprio vetor 3 de parametros
sendo, portanto, um estimador nao-viesado.

b) Covaridncia do EMQ §.

A matriz de covariancia do EMQ f é obtida de

A~

Cov(B) = E{[6 — E)[B - BB} = E{[5 - A6 - 6" .

Usando (1.5) e o fato de que E() = 3, temos

Cov(f) = EB{XTX)'XTe X(XTX)™1}
= (XTX)"'XTE(eeX(XTX)™ 1,
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Finalmente, como Cov(3) = E(ee!) = 021, obtém-se

Cov(f) = o2(XTx)~L. (1.10)

Assim, a matriz inversa (X7 X)~! usada para estimar 8 em (1.4) deter-
mina a matriz de covariancia de B em (1.10), exceto pelo multiplicador
02, Os elementos da diagonal da equacdo (1.10) sdo as variancias das
estimativas de minimos quadrados dos parametros em (3 e, portanto,

representam a precisao destas estimativas.
Covariancia do vetor fi.
A estrutura de covariancia do vetor ji das médias ajustadas segue dire-

tamente da equagao (1.10). Temos,

Cov(p) = XCov(B)XT = X (XTX)1XT = 52H.

Assim, a matriz de projecdo H representa, exceto pelo escalar o2, a ma-
triz de covariancia de fi. Logo, Cov(fi;, fi;) = 0?h;j, onde h;; é o elemento
(i,j) da matriz H. As propriedades desta matriz serdo detalhadas na
Secao 1.9.1.

Estimacao de o2.

Para determinar as covaridncias de [ e [i torna-se necesséario estimar a
variancia o2 dos erros. Para isso usamos o teorema do valor esperado
de uma forma quadratica: Se y € um vetor de média i e matriz de

covariancia V, entdo: E(yT Ay) = tr(AV)+E(u' Ap), igualdade vdlida
para qualquer matriz quadrada A. Logo, de (1.7) e r = (I— H )y, obtém-se

SQR=y"(I-H)y

e, portanto,

E(SQR) = o?tr(I — H) + 8T XT(I — H)Xp.

Como (I — H)X =0 e (I — H) é uma matriz simétrica e idempotente,
o trago de (I — H) iguala ao seu posto n — p, implicando E(SQR) =
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o?(n — p). Assim, um estimador ndo-viesado de o2 é dado por

6% = . (1.11)

Estimando-se 02 por (1.11) pode-se calcular as covaridncias das esti-
mativas dos parametros da regressdo. A grande maioria dos progra-
mas computacionais de regressao apresentam as estimativas Bl, BN Bp
e seus erros padroes Var(ﬁl)l/ 2. ,Var(ﬁp)l/ 2 que correspondem as
raizes quadradas dos elementos da diagonal da matriz (1.10).

Esperanga e Covariancia do Vetor de Residuos r.

Determinamos agora a média e a covariancia do vetor de residuos r =
y — fi. A esperanca de r ¢é nula, pois E(r) =y — E(i) =y — XE(j3) =
0. O célculo da matriz de covariancia de r segue: Cov(r) = Cov(y —
i) = Cov((I — H)y) = (I — H)Cov(y)(I — H)T = ¢*(I — H). Logo,
a covariancia entre os residuos r; = y; — fi; e r; = y; — fi; relativos as
observacoes de ordens i e j, é dada por

Cov(ri,r;) = o?(1 — hy).

Assim, embora os erros aleatérios €; tenham a mesma varidncia o2,

i.e., sejam homocedasticos, 0 mesmo nao ocorre com os residuos, cujas
variancias dependem dos elementos da diagonal da matriz de projecao
H. Tem-se, Var(r;) = 0?(1— h;;) e, entdo, os residuos definidos em (1.8)
sao heterocedésticos.

Covariancia entre 3 e r.

Mostramos, agora, que os vetores 3 e r sao ortogonais, ou seja,
Cov(,r)=0. Temos,

Cov(3,7)=Cov(XTX) X Ty, (I-H)y)=(XTX)"XTo21(I— H)T =0.

O vetor de residuos r €, também, ortogonal ao vetor das médias ajustadas
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1. Em termos algébricos, tem-se

plr=y"H'(I-H)y=y"(H - H)y =0,

pois a matriz de projecao H é simétrica e idempotente.

1.5 Modelo Normal-Linear

Para determinarmos a distribuicao de probabilidade das estimativas de
minimos quadrados, precisamos especificar a distribuicao dos erros aleatorios.
A suposicao de normalidade dos erros é a mais adotada e considera que os er-
ros aleatérios €1, ..., €, em (1.1) sdo independentes e tém distribuigdo normal
N(0,02). O modelo (1.1) com esta suposi¢io é denominado modelo normal-
linear. Segundo a hipétese de normalidade dos erros, podemos deduzir as
seguintes propriedades que sao importantes na andlise de regressao:

i) O vetor y tem distribuicdo normal n-variada N,,(X 3, o2I).
ii) O EMQ £ tem distribuiao normal p-variada N,(8,c2(X7X)~1).

A média e a estrutura de covariancia de B foram obtidas na Secao 1.4,
itens a) e b). A normalidade de 5 decorre do fato de [ ser uma fungao linear
do vetor y, cuja distribui¢ao é normal;

iii) O EMQ 3 e a soma de quadrados dos residuos SQR = y!'(I — H)y sdo
independentes.

O vetor de residuos r = y — 1 = (I — H)y tem distribuigdo normal n-
variada N,,(0,02(I — H)) e é ortogonal ao EMQ (3, conforme visto na Secdo
1.4, item f. Assim, como 3 e r sdo ortogonais e tém distribuicdo normal, estes
vetores sao independentes. Entao, o EMQ B e a soma SQ R sao independentes;

iv) SQR/0? tem distribuicio qui-quadrado X%_p com n —p graus de liber-
dade.

Para demonstrar esta propriedade usamos a seguinte decomposicao da
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soma de quadrados dos erros

e (y—XBT(y-XP) _{r+X(E-H)} {r+X(5-05)

o2 o2 o2 ’

que implica em
ele Ty (B — ﬁ)TXTX(B - 5)

- = 4
0-2 0-2 2 )

= (1.12)

pois X = 0. O lado esquerdo de (1.12) é uma soma de quadrados
de n varidveis aleatérias normais N(0,1) e, portanto, tem distribuicao X%
com n graus de liberdade. De ii) concluimos que a forma quadratica
(B — ﬁ)TXTX(B — B)/0? tem distribuicio Xz%' Como SQR = rTr e 3 sdo
independentes, o teorema da convolugao de qui-quadrados independentes im-
plica que SQR/o? = rTr/c? tem distribuicdo qui-quadrado X%,p comn —p
graus de liberdade.

1.6 Analise de Variancia

A técnica mais usada para verificar a adequacdo do ajuste do modelo de
regressao a um conjunto de dados é a Andlise de Variancia (sigla ANOVA)
que se baseia na seguinte identidade

Dwi—9? =) (-0 +> (vi— ) (1.13)
7 (2 (2

O termo do lado esquerdo de (1.13) é a soma dos quadrados das ob-
servacoes em relacao ao seu valor médio e representa uma medida da variabil-
idade total dos dados. Esta soma sera denotada por SQT = _,(y; — 9)%. O
primeiro termo do lado direito de (1.13) é a soma dos quadrados explicada
pelo modelo de regressao, sendo denotada por SQE =) (f1; — )2, enquanto
o segundo termo é a soma de quadrados residual SQR = Y, (y; — fi;)?, que nio
é explicada pelo modelo de regressao. O modelo serd tanto melhor ajustado
quanto maior for a variacao explicada SQE em relagao a variagao total SQT.
A dedugao da equagao (1.13) decorre elevando-se ao quadrado os termos da
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igualdade y; — § = (fi; — ¥) + (y; — ;) e somando-se sobre as observagoes.
Tem-se,

Swi—u)7 = (—9)°+ Z(Z/i — fi)* + 22(/3% = 9)(yi — fi).

i i
Mostra-se agora que o ultimo termo desta igualdade é zero. Se 1 é um
vetor nx1 de uns, este termo pode ser expresso em notagao matricial como

Z(ﬂi ~PDwi— i) = (p—g)(y—p)=@ H-y)1") I - H)y

= ylTHy — g1y =0,

pois 17 H = 17 quando a matriz modelo X tem uma coluna de uns correspon-
dente ao intercepto.

As somas de quadrados explicada SQE = ,(ii; — %)? e ndo-explicada
SQR = >".(y; — fu;)* pela regressdo podem ser escritas em notagdo matricial
como: SQF = 3T XTy—ng? e SQR = y” (I— H)y. Pode-se medir a adequacdo
do ajuste do modelo comparando a soma de quadrados residual SQR (que se
espera seja pequena) com a soma de quadrados devida a regressao SQFE. Ou,
alternativamente, comparando SQFE com a soma de quadrados total SQT =
yTy — ng®. A razdo desses dois termos é representada por

_SQE _ BTXTy —ng?

R? = =
SQT yTy — ny?

(1.14)

A razdo (1.14) varia sempre entre 0 e 1 e R é denominado de coeficiente de
correlagdo maltipla de Pearson (ou coeficiente de determinacdo). Este nome
deve-se ao fato de R ser o coeficiente de correlacao linear entre os valores
observados em y e os valores ajustados em . Alguns pesquisadores se ba-
seiam erroneamente apenas no valor de R? para escolher o melhor modelo.
Entretanto, tao importante quanto termos um R? préximo de um, é que a
estimativa de o? seja também pequena, pois os intervalos de confianca para
os parametros de interesse sao proporcionais a o.
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A equagao (1.13) em forma matricial é dada por

SQT = SQE + SQR = (6" X"y — ng?) +y" (I — H)y,

que é a equagao basica de construcao da Tabela de Andlise de Variancia. A
cada soma de quadrados nesta férmula estd associado um ndmero de graus
de liberdade, que é formalmente obtido expressando a soma de quadrados
correspondente em forma quadratica, cujo posto iguala o ntmero de graus
de liberdade. As somas SQF = TXTy — ng? e SQR = y'(I — H)y tém
distribuigoes 02)(12)_1 e a2xi_p, respectivamente, que sao independentes.

A Tabela 1.2 apresenta a Tabela de Anélise de Varidncia usada para testar

a adequacao global do Modelo de Regressao y = X3+ €. Testa-se a adequagao

global do modelo ajustado comparando a estatistica F' = %gg obtida desta

tabela com o ponto critico Fj,—1 »—p(c) da distribui¢do Fj,—; ,—, de Snedecor
com graus de liberdade p — 1 e n — p, respectivamente, supondo um nivel de
significancia a. Se o valor da estatistica F' for superior ao ponto critico, i.e.,
F > F, 1 n—p(a), o efeito global de pelo menos algumas das varidveis inde-
pendentes do modelo é significativo para explicar a variabilidade da varidvel
resposta. Caso contrario, o efeito global destas varidveis para explicar o com-
portamento da variavel dependente nao ¢é significativo.

Tabela 1.2: Tabela de Andlise de Variancia

Efeito Soma de Quadrados GL Média de Quadrados Estatistica
Regressao SQE=3TXTy—nj? p—1 MQE=SQE/(p—1) F=MQE/MQR
Residual  SQR=y"(I-H)y n—-p MQR=SQR/(n—p)

Total SQT =y"y—ng? n—1

Exemplo 1.3: Continuacdo da Regressdo Linear Multipla.

Usamos o software MINITAB para calcular as estimativas dos parametros
da regressao

E(Con) = Bo + f1Tax + B2Ren + fsRod + (4 Lic, (1.15)
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e construir a Tabela de Anélise de Variancia. Os resultados do ajustamento
encontram-se na Tabela 1.3, onde além da equagao de regressao ajustada,
aparecem em Predictor as variaveis explicativas, em Coef as estimativas (Br)
dos parametros, em StDev seus erros padroes, ou seja, as raizes quadradas dos
elementos da diagonal da matriz (1.10), (6/vy) (vide Segao 1.7) e, também,
a estatistica 1.

O coeficiente de determinacao de Pearson R? mostra que cerca de 67.8% da
variabilidade do consumo de combustivel nos estados americanos é explicada
pelo modelo (1.15) e um menor percentual de 32.2% nao é explicado por este
modelo. A estatistica F, obtida da tabela de analise de variancia, iguala
F = 22.63 que é muito superior ao ponto critico Fy43(1%) = 3.79, ao nivel
de significancia de 1%, da distribuicdo Fjy43 de Snedecor com 4 e 43 graus
de liberdade. Entao, concluimos que algumas das varidveis independentes
em (1.15) explicam a variabilidade do consumo de combustivel nos estados
americanos.

Tabela 1.3: Resultados do Ajustamento

The regression equation is
Cons = 375 - 34.5 Taxa - 0.0665 Rend - 0.00240 Rodov + 13.4
Licen

Predictor Coef StDev T P
Constant 374.7 185.7 2.02 0.050
Taxa -34.52 12.97 -2.66 0.011
Rend -0.06653 0.01724 -3.86 0.000
Rodov -0.002399 0.003394 -0.71 0.483
Licen 13.367 1.927 6.94 0.000
S = 66.38 R-Sq = 67.8% R-Sg(adj) = 64.8%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 4 398906 99726 22.63 0.000
Error 43 189461 4406

Total 47 588366
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1.7 Selecao das Variaveis Explicativas

Depois do ajustamento preliminar de um modelo de regressao, temos inter-
esse em selecionar as variaveis explicativas que podem ser eliminadas do mo-
delo, objetivando obter um modelo parcimonioso para explicar os dados em
questao. O teste F da anélise de varidncia permite apenas inferir que algumas
das varidveis explicativas sao realmente importantes para explicar a variabili-
dade da variavel resposta. Para selecionarmos as variaveis independentes que
sao significativas, precisamos determinar a distribuicao das estimativas dos
parametros 3 e o2 do modelo normal-linear.

Neste modelo, a estimativa de minimos quadrados BT tem distribuicao nor-
mal N(B,, c%v,..), onde v, é o elemento (r,7) da diagonal da matriz (X7 X)~1!.
Como (3 é independente de 62 e a distribuicao de 62 é (n — p)*la%&hp, a es-
tatistica teste T, definida por A

7= =5 (1.16)

O+/Upy

tem distribuicao ¢,,—, de Student com n—p graus de liberdade. Esta estatistica
permite testar se a variavel explicativa x, correspondente a 3, deve permanecer
no modelo. Na préatica, basta dividirmos o valor absoluto de BT pelo seu erro
padrao, isto é, 6/v,-. Se este quociente for inferior ao valor critico t,—p () da
distribuigao t,,—, de Student com n — p graus de liberdade, a varidvel indepen-
dente x, nao é significativa para explicar a variabilidade da resposta e podera
ser eliminada do modelo; caso contrario, z, é estatisticamente significante
para explicar o comportamento da variavel resposta. Da Tabela 1.3, verifi-
camos facilmente que a estatistica T, (= Coef/StDev) sé nao é significativa
para a varidvel independente Rodov (| T |= 0.71 < t43(5%) = 2.02). Assim,
podemos reajustar o modelo de regressao (1.15) a varidvel dependente Cons
excluindo a variavel Rodov, pois a malha rodoviaria estadual do estado amer-
icano nao influi significativamente no consumo de combustivel de seus habi-
tantes. Reajustando o modelo de regressao (1.15) sem a varidvel explicativa
Rodov obtém-se a equacao da primeira regressao descrita na Tabela 1.4. Nesta
equagao, apenas a estimativa do intercepto (Constant) nao é significativa, pois
sua estatistica 7). satisfaz | T, |= 1.95 < t44(5%) = 2.02. Assim, reajustou-se
um novo modelo de regressao sem o termo constante, obtendo-se a segunda
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regressao descrita nesta tabela. Neste novo modelo sem intercepto, contendo
apenas as variaveis explicativas Taza, Rend e Licen, verifica-se que a variavel
Tazxa pode ser excluida da regressao, pois | T, |= 1.91 < t45(5%) = 2.01.
Finalmente, a terceira regressao da Tabela 1.4, mostra que as variaveis in-
dependentes Rend e Licen sao significativas para explicar a variabilidade do
consumo de combustivel per-capita por ano nos estados americanos.

A equagao ajustada E(Con) = —0.07035Rend + 15.344Lic revela que o
consumo de combustivel per-capita aumenta (como esperado) com o aumento
do percentual da populagao que estd habilitada a dirigir. Por exemplo, um
incremento de 10% no percentual de motoristas habilitados provocaria um
aumento médio de 153.44 galdes no consumo per-capita anual dos habitantes
de qualquer estado americano. Entretanto, nesta equagao, a varidvel Rend
aparece ajustada com sinal negativo, o que pode parecer contraditério que
o consumo per-capita decresga com o aumento da renda. Uma possivel ex-
plicacao para este fato é que as pessoas com rendas muito altas realmente
consomem menos combustivel, pois procuram usar outros meios de trans-
porte como avides e trens para percorrer grandes distancias. Observa-se que a
dltima regressao contempla o maior valor da estatistica F' entre as regressoes
ajustadas, no caso F' = 1668.93 e, entao, a média de quadrados explicada pela
regressao é cerca de 1669 vezes maior do que a média de quadrados residual.

1.8 Intervalos e Regioes de Confianca

Intervalos de confianca para coeficientes individuais de (# ou regioes de con-
fianca para subconjuntos e combinacées lineares das componentes de § podem
ser obtidos, respectivamente, utilizando os elementos da matriz (X7 X)~!.
Da estatistica pivotal definida em (1.16), podemos construir um intervalo de
100(1-a))% de confianga para o verdadeiro valor 3, a partir de

Br F 0/ Vrrtn—p(a/2). (1.17)

Os sinais menos e mais correspondem aos limites inferior e superior do
intervalo, respectivamente, e as quantidades &./v, sao dadas nas Tabelas 1.3
e 1.4 na coluna StDev. Se o valor de o2 é conhecido, podemos substituir os
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quantis t,—,(c/2) da distribuigao t,_, de Student com n—p graus de liberdade
pelos correspondentes quantis da distribuicao normal reduzida.

Tabela 1.4: Trés Modelos de Regressao

Regression Analysis

The regression equation is
Cons = 305 - 29.3 Taxa - 0.0680 Rend + 13.7 Licen

Predictor Coef StDev T P
Constant 305.5 156.9 1.95 0.058
Taxa -29.28 10.58 -2.717 0.008
Rend -0.06796 0.01703 -3.99 0.000
Licen 13.747 1.839 7.47 0.000
S = 66.00 R-Sqg = 67.4% R-Sg(adj) = 65.2%
Analysis of Variance

Source DF SS MS F
Regression 3 396705 132235 30.36
Error 44 191662 4356

Total 47 588366

Regression Analysis

The regression equation is

Cons = - 15.2 Taxa - 0.0575 Rend + 16.4 Licen
Predictor Coef StDev T P
Noconstant

Taxa -15.172 7.939 -1.91 0.062
Rend -0.05751 0.01665 -3.45 0.001
Licen 16.410 1.267 12.95 0.000
S = 68.01

Analysis of Variance

Source DF SS MS F
Regression 3 16348097 5449366 1177.99
Error 45 208170 4626

Total 48 16556267

The regression equation is

Cons = - 0.0703 Rend + 15.3 Licen

Predictor Coef StDev T P
Noconstant

Rend -0.07035 0.01567 -4.49 0.000
Licen 15.344 1.170 13.11 0.000
S = 69.95

Analysis of Variance

Source DF SS MS F
Regression 2 16331202 8165601 1668.93

Error 46 225065 4893

0.000

P
0.000

0.000
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Se o objetivo é determinar uma regiao de 100(1-a)% de confianga para
uma combinacao linear ¢! 8 de parametros 3, onde ¢ é um vetor especificado
de dimensdo p, obtém-se de Var(c! 3) = o2’ (X7 X) !¢ os seguintes limites

BT Gtn_pla)2)y/cT(XTX) e, (1.18)

onde t,—p(a/2) é o quantil (1 —«/2) de uma distribuigao t,,—, de Student com
n—p graus de liberdade. Assim, todos os (3's que satisfizerem a equagao (1.18)
estarao na regiao de confianca desejada. Esta equagdo é uma generalizagao da
equagao (1.17) para os limites de confianga de um unico parametro. Clara-
mente, os limites de confianga dados em (1.18) corresponderao aos limites da
média da variavel resposta quando ¢ corresponder aos valores das varidveis ex-
plicativas do modelo. Por outro lado, se desejarmos uma regiao de confianca
para uma observacao y; estimada a partir do vetor ¢ contendo os valores
das variavies explicativas, os limites dados em (1.18) serao modificados para
TBF ot p(a)2) {1+ cT(XTX)*lc}l/2 . Estes intervalos para as observagoes
estimadas sao geralmente denominados intervalos de tolerancia.

Finalmente, podemos obter uma regiao de confianca para todos os
parametros em (3 a partir dos resultados descritos nos itens ii) e iv) da Secao
1.5. Com efeito, a inequagao matricial

(8- B)XTX (B~ B) < p6*Fpn_pla), (1.19)

onde Fj,,—p(c) é o quantil da distribuigdo Fj,,—, de Snedecor com graus de
liberdade p e n — p cuja &area a direita é «, produz uma regiao conjunta de
confianga para todos os parametros em (. A inequacdo (1.19) representa
um elipséide de mesma dimensao p do vetor 3 de parametros. Todos os (s
que satisfizerem (1.19) estarao na regiao de 100(1-«)% de confianga do vetor
verdadeiro de parametros.

Exemplo 1.4: Cdlculo de intervalos de confianca.

Inicialmente, fazemos o calculo dos limites de confianca para os parametros
da regressao linear simples E(y) = u = [y + (1(x — &), descrita no Exemplo



Modelo Cldssico de Regressao 19

1.1. Tem-se,
1/n 0
(xXTx)! = /
o L
i(2i—7)?
obtendo-se as varidncias das estimativas de By e Bi: Var(By) = o?/n

e Var(f) = 0%/ (xi — %)% Logo, intervalos de 100(1-a)% de con-
fianca para estes parametros sao dados por Gy F %tn,Q(Q/Q) e B F
{ﬁ(&_i)z}mtn_g(a/ 2). Se desejarmos um intervalo de tolerancia para a
i XT;—X

varidavel resposta quando a varidvel explicativa é igual a z, obteremos

N . 1 (x4 —T)?
Bo+ fi(ry — ) F Utn_p(oz/Q)\/l + - + S @

Da terceira regressao descrita na Tabela 1.4, calculamos agora os lim-
ites de confianca para os coeficientes das varidveis Rend e Licen. Da
férmula (1.17), obtemos os seguintes intervalos, ao nivel de significancia de
5% em que t46(0.025) = 2.01: para a varidvel Rend, —0.07035 F 0.01567 x
2.01 = (—0.102,—-0.039) e para a variavel Licen, 15.344 F 1.170 x 2.01 =
(12.922,17.696). Entao, podemos dizer que, com 95% de confianca, os coefi-
cientes verdadeiros de Rend e Licen pertencem aos intervalos (—0.102, —0.039)
e (12.922,17.696), respectivamente.

1.9 Técnicas de Diagndstico

As técnicas de diagnéstico sao usadas para detectar problemas com o ajuste
do modelo de regressao. Esses problemas sao de trés tipos: a) presenca de
observagoes mal ajustadas (pontos aberrantes); b) inadequagao das suposicoes
iniciais para os erros aleatérios €/s e/ou para a estrutura das médias p;s; c)
presenca de observacoes influentes. Nesta secao desenvolvemos as principais
técnicas de diagndstico na classe dos modelos normais-lineares.
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1.9.1 Matriz de projecao

A matriz de projecao H — definida na Segao 1.3 — é muito usada nas técnicas de
diagnostico em regressao. Uma caracteristica de grande importancia da matriz
H é inerente aos elementos hii, ..., hn, da sua diagonal. O elemento h;; mede
o quao distante a observagao y; estd das demais n — 1 observagoes no espaco
definido pelas varidveis explicativas do modelo. O elemento h;; s6 depende
dos valores das variaveis explicativas, isto é, da matriz X, e nao envolve as
observacoes em y. O elemento h; representa uma medida de alavancagem
da i-ésima observagao. Se h;; é grande, os valores das varidveis explicativas
associados a i-ésima observacao sao atipicos, ou seja, estao distantes do vetor
de valores médios das varidveis explicativas. Uma observacao com h;; grande
podera ter influéncia na determinacao dos coeficientes da regressao.

Pelo fato de H ser uma matriz simétrica e idempotente, tem-se: a) % <
hii < 1;b) hyg = > b = hi + D it hij; ¢) tr(H) = 32, hy; = p. O elemento
h;; mede a influéncia da i-ésima resposta sobre o seu valor ajustado. Com
efeito, se uma observacao y; tem grande alavancagem, o valor de h;; é préximo
de um, implicando que a variancia do residuo correspondente r; é proxima de
zero. Logo, o valor médio ajustado ji; é determinado praticamente pelo valor
da observacao y;. Entretanto, como Var(fi;) = 6%hy;, a variabilidade da média

ajustada referente a observacgao y; é proporcional ao valor de hj;;.

Como ), h;; = p, supondo que todas as observagoes exercam a mesma
influéncia sobre os valores ajustados, espera-se que h;; esteja proximo de p/n.
Convém, entao, examinar aquelas observagoes correspondentes aos maiores
valores de h;. Alguns autores sugerem h;; > 2p/n como um indicador de pon-
tos de alta alavancagem que requerem uma investigacao adicional. Esta regra
funciona bem na préatica embora, em geral, ird detectar muitas observagoes
de grande alavancagem. Assim, outras medidas de diagndstico serao sempre
necessdarias para confirmar esse primeiro diagndstico.
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1.9.2 Residuos

O residuo para a i-ésima observacao é definido como funcao r; = r(y;, fi;)
que mede a discrepancia entre o valor observado y; e o valor ajustado ji;. Ob-
servacoes bem (mal) ajustadas devem apresentar pequenos (grandes) residuos.
O sinal de r; indica a direcao dessa discrepancia. O residuo ordindrio é definido
por r; = y; — fi; mas, nao é muito informativo, pois sua variancia nao é con-
stante. Com efeito, r; tem distribuicdo normal de média zero e variancia
Var(r;) = o2(1 — hy) (vide Secdao 1.4, item e)). Assim, observacdes com
grande alavancagem tém residuos de menor variabilidade do que observagoes
de pequena alavancagem. Para comparar os residuos devemos expressa-los em
forma padronizada. Define-se, entao, residuos padronizados por

T;‘k = - Yi — g ] (1'20)

g (1 — hu)

A vantagem dos residuos padronizados é que se o modelo (1.1) esta correto,
todos os residuos tém a mesma varidncia, mesmo nao sendo independentes.
As observacoes cujos valores absolutos dos residuos padronizados s&o maiores
do que 2 podem ser consideradas mal-ajustadas (pontos aberrantes). Estes
residuos sao, também, apropriados para verificar a normalidade dos erros e
a homogeneidade das variancias. Como r; nio é independente de 62, rY Nnao
tem uma distribuicao t de Student como deveria se esperar. Pode-se mostrar
que r2/(n — p) tem uma distribuigao beta com parametros 1/2 e (n — p)/2
e que B(r}) = 0, Var(r}) = 1 e Cov(r}, %) = —hyj/{(1 — hi)(1 = hy;)}'/?
para i # j.

Para contornar a dependéncia entre r; e &2

, podemos estimar o2

eliminando-se a observacao y; do modelo de regressdo. Assim, seja B(i) o)
EMQ de 3 obtido quando eliminamos a observagao y;, fi(;) = x?ﬁ(i) a média
preditiva correspondente, e 6(22.) o estimador nao-viesado da varidncia supondo
que a observagao y; nao esta presente no ajustamento do modelo. Como y; e
fi(;y sao independentes, a variancia da diferenca y; — fi(;) ¢ dada por

Var(y; — fig)) = o {1 + x?(X(Z;)X(i))_lxi} ,
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onde X(;) representa a matriz modelo sem a linha correspondente a observagao
y;. Entao, define-se o residuo Studentizado por
t; = Vi~ Fo (1.21)

] R
0(4) {1 + x;f(X(j;)X(i)) 1.%'1'}

O residuo Studentizado tem distribuicao t de Student com n —p—1 graus
de liberdade. A desvantagem no cédlculo do residuo Studentizado pela ex-
pressao (1.21) é que teremos que ajustar n regressoes adicionais (uma para
cada observacdo retirada do modelo) para calcularmos as estimativas &(Qi)
para ¢ = 1,...,n. Felizmente, podemos calcular as estimativas 6(22.) para
1 = 1,...,n, considerando apenas a regressao original com todas as n ob-

servacoes, através da equacao

(n —p)6* —T?/(l—hn‘)‘

CETEY (1.22)

~2
93y =

O EMQ B(i) decorrente da eliminagao da observacao y; pode ser obtido,
também, da regressao com todas as observagoes, usando

% % i T y\—1

N—f=—7—"7-—(X"X ;- 1.23

Buy — B = hn’)( ) (1.23)

Uma expressao bem mais simples para o residuo Studentizado decorre da

equagcao (1.22) e das relagoes :UZT(X(:%X(Z-))_lxi = hii/(1=hi) e i) = x?ﬁ(i) =

n. o hairi :
fli — 5= Assim, obtemos

G/ (L —hi) O

Substituindo a expressao (1.22) na equagao anterior, obtém-se os residuos
Studentizados como uma fungao monotonica (embora nao-linear) dos residuos
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padronizados, ou seja,

(1.24)

Os residuos Studentizados definidos na equagao (1.24) tém a grande van-
tagem de serem obtidos da regressao original com todas as observagoes. Estes
residuos podem ser usados para testar se ha diferencas significativas entre os
valores ajustados obtidos com e sem a i-ésima observagao.

1.9.3 Influéncia

No modelo de regressao é fundamental conhecer o grau de dependéncia entre
o modelo ajustado e o vetor de observagoes y. Serd preocupante se pequenas
perturbacoes nestas observacoes produzirem mudangas bruscas nas estimati-
vas dos parametros do modelo. Entretanto, se tais observacoes nao alterarem
os principais resultados do ajustamento, pode-se confiar mais no modelo pro-
posto, mesmo desconhecendo o verdadeiro processo que descreve o fendmeno
em estudo. As técnicas mais conhecidas para detectar esse tipo de influéncia
sao baseadas na exclusao de uma tnica observagao e procuram medir o impacto
dessa perturbacao nas estimativas dos parametros. Apresentamos aqui algu-
mas medidas de diagndstico mais usadas na avaliacao do grau de dependéncia
entre B e cada uma das observagoes.

Inicialmente, considera-se a distancia de Cook usada para detectar ob-
servacoes influentes. Para a i-ésima observacao, a distancia de Cook combina
o residuo padronizado r; com a medida de alavancagem h;;, sendo portanto
uma medida global de quao atipica esta i-ésima observagao se apresenta no
ajustamento do modelo. Assim, uma medida de influéncia da retirada da @
-ésima observagao sobre as estimativas dos parametros do modelo é dada pela
estatistica de Cook (1977)

D — (Bay — ﬁ)TXiX(ﬁ(i) —f8) (1.25)
po

A estatistica D; representa uma soma ponderada dos desvios entre as



24 MODELOS PARAMETRICOS

estimativas baseadas em B e @(i) em que os pesos indicam a precisao das
estimativas em B . Quanto mais precisas forem estas estimativas, maiores pesos
serdo alocados a diferenca entre 3 e B(i). Assim, D; pode ser vista como
uma medida da distancia entre os coeficientes calculados com e sem a i-ésima
observacao. Esta interpretagao sugere usar a distribuigao F' de Snedecor para
decidir se a estatistica de Cook é grande ou n@o. Valores grandes em (1.25)
indicam observacoes que influenciam bastante as estimativas dos parametros
do modelo. A equacao (1.25) lembra a expressao (1.19), que fornece uma regiao
de confianga simultéanea para todos os parametros da regressao. Usando (1.23)
em (1.25) pode-se obter uma expressao para D; mais facil de ser interpretada

hiig

Logo, D; sera grande quando o i-ésimo residuo padronizado for aberrante
(rf grande) e/ou quando a medida de alavancagem h;; for préxima de um.
Como visto anteriormente, r; 2 mede a discrepancia da i-ésima observacao e
hii, ou equivalentemente, o quociente h;;/(1 — h;;) mede a discrepancia da
i-ésima linha da matriz modelo X. O efeito combinado desses indicadores
de discrepancia produz entao a medida de influéncia de Cook no modelo de
regressao.

A medida D; poderd nao ser adequada quando o residuo pradronizado r;
for grande e hy; for préximo de zero. Neste caso, 62 pode estar inflacionado,
e nao ocorrendo nenhuma compensacao por parte de h;, D; pode ser pe-
queno. As observagoes serao consideradas influentes quando D; > Fp,n_p(0.50)
e recomenda-se examinar as consequéncias da retirada dessas observacoes no
ajustamento do modelo. Como para a maioria das distribui¢bes F' o quantil
de 50% ¢é préximo de um, sugere-se na pratica que se o maior valor de D; for
muito inferior a um, entao a eliminacao de qualquer observagao do modelo nao
ird alterar muito as estimativas dos parametros. Entretanto, para investigar
mais detalhadamente a influéncia das observacées com maiores valores de D;,
o analista tera que eliminar estas observacoes e re-computar as estimativas dos
parametros.

Quando a i-ésima observacao for detectada como um ponto aberrante
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(baseando-se em r;) ou como um ponto de alta alavancagem (baseando-se em
hii), usa-se o valor de D; para checar se esta observagao ¢ influente, ou seja, se

quando for removida do vetor y causard mudancas aprecidveis nas estimativas
de (.

Uma medida alternativa a estatistica de Cook para detectar observagoes
influentes foi proposta por Belsley et al. (1980). Esta medida, conhecida como

DFFITS, é funcao do residuo Studentizado t; dado em (1.24), e da medida de
alavancagem h;;, sendo expressa por

B 1/2

DFFITS; =t; {“} . 1.27

C T (1 = ha) (1:27)

No caso da estatistica DF FIT'S;, os pontos influentes sao aqueles em que

DFFITS; > 2{p/(n —p)}1/2. Os comentarios feitos para a estatistica D;
permanecem validos para a estatistica (1.27).

Geralmente, examina-se as estatisticas D; e DFFITS,; graficamente,
dando atencao aquelas observagoes cujas medidas tém maiores valores.

1.9.4 Técnicas graficas

De uma forma geral, os problemas de diagndstico a), b) e ¢) mencionados
no inicio da Secao 1.9, podem ser detectados, respectivamente, através das
seguintes técnicas graficas:
a) um grafico dos residuos padronizados r} dados em (1.20) versus a ordem
das observagoes para detectar as observagoes aberrantes;
b) um grafico dos residuos padronizados 7 versus os valores ajustados fi; e
um gréfico de probabilidade dos residuos padronizados ordenados versus
os quantis da distribuicdo normal reduzida. Estes quantis sdo definidos

por &1 (:;%i) , onde ®~1(.) é a funcdo de distribuicio acumulada
da normal reduzida. No primeiro grafico dos residuos padronizados, os
pontos devem estar aleatoriamente distribuidos entre as duas retas y =
—2 e y = 2 paralelas ao eixo horizontal, sem exibir uma forma definida.

Se neste grafico os pontos exibirem algum padrao, isto pode ser indicativo
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de heterocedasticidade da varidncia dos erros ou da nao-linearidade dos
efeitos das varidveis explicativas nas médias das observacoes. No segundo
grafico, se os pontos ficarem praticamente dispostos sobre uma reta,
as observacoes podem ser consideradas como tendo, aproximadamente,
distribuicao normal;

c) graficos de h;;, D; e DFFITS; versus a ordem das observagdes para
detectar as observacgoes influentes.

Exemplo 1.5: Continuagdo da Regressao Linear Muiltipla.

Aplicamos aqui as técnicas graficas e de diagndstico a terceira regressao
ajustada da Tabela 1.4, ou seja, E(Con) = —0.07035Rend + 15.344Lic. Na
Figura 1.1 mostramos, sucessivamente, os graficos dos residuos padroniza-
dos 7} versus a ordem das observagoes e versus os valores ajustados fi; e o
grafico de probabilidade dos residuos padronizados ordenados versus os quan-
tis da normal reduzida. Do primeiro destes graficos, concluimos que duas
observagoes (aquelas 18 e 40) tém residuos em valor absoluto maiores do
que dois, indicando que estas sao observagoes aberrantes. O segundo grafico
dos residuos padronizados versus os valores ajustados nao apresenta nenhuma
forma definida e, portanto, a varidncia das observagoes pode ser considerada
constante e o modelo linear nas variaveis explicativas Rend e Lic mostra-se
adequado. No terceiro grafico da Figura 1.1, a hip6tese de normalidade para o
consumo de combustivel é aceita pois o grafico revela-se praticamente linear.

Na Figura 1.2 apresentamos sucessivamente graficos das medidas de ala-
vancagem h;; e de influéncia D; e DFFITS; versus a ordem das observacoes
para o modelo de regressao em pauta. Do grafico de h; concluimos que as
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Figura 1.1: Graficos dos Residuos
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Figura 1.2: Graficos das Medidas de Diagndstico
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observacoes 6, 7,12, 33 e 39 sao pontos de alta alavancagem, pois seus h;; sao
superiores ao valor critico 2p/n = 0.083. Pelo grafico da estatistica D; de
Cook, concluimos que as observagoes 33, 39 e 40 sao influentes, pois os valores
de D; sao bem superiores aos demais. Note-se que a observacao 40 tinha sido
detectada como um ponto aberrante e as observagoes 33 e 39 foram detectadas
como pontos de grande alavancagem. Pelo teste da estatistica DFFITS, a
conclusao é a mesma: as observacoes 33, 39 e 40 sao influentes, pois seus valores
sao superiores ao valor critico 2 {p/(n — P)}1/2 = 0.4170.

1.10 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Apresentamos aqui o método de estimacdo de mdzrima verossimilhanga para
estimar o vetor de parametros $ no modelo classico de regressao (1.1). Para
aplicacao deste método, necessitamos supor alguma distribuicao de probabil-
idade para o vetor y. Assim, consideramos que y tem média u = X3 e que
suas componentes sao independentes e normalmente distribuidas com mesma
variancia 0. Podemos, entdo, considerar que y ~ N(X/3,02%I). A estimacao
de B e ¢? por maxima verossimilhanca consiste em maximizar a funcio de
verossimilhanca em relacdo ao vetor de parametros 3 e ao escalar 2. A funcio
de verossimilhanca para estes parametros é dada por

n

1 1 o

L(8,0%) :HWGXP{—W Z(yi—wiTﬁ)2}a (1.28)
i=1 i=1

onde u; =zl 3 é a média de y;.

Maximizar a verossimilhanca equivale a maximizar o logaritmo desta
funcdo 1(3,0?) = log L(B,02) que pode ser escrito na forma

18.0%) =~ {mlogo® + (v~ X6y - X5)}.

Qualquer que seja o valor de o2, a estimativa de méxima verossimilhanca
(EMV) de  minimiza a soma de quadrados acima, de modo que a EMV de 3
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quando os erros sao normalmente distribuidos iguala a estimativa de minimos
quadrados (EMQ) 8= (XTX)~1XTy. Nomodelo de regressio, a estimativa de
méxima verossimilhanca sé coincide com a estimativa de minimos quadrados
segundo normalidade. Diferenciando a expressdo acima em relacio a o? e
igualando a zero, obtém-se a EMV de ¢ como

n

Note-se que a EMV de ¢? dada em (1.29) difere da estimativa (1.11)
pelo denominador. A EMV é uma estimativa viesada de o2, enquanto aquela
proposta em (1.11) nao tem viés.

2 ¢ calculada diferenciando a log-

A matriz de informacao para 3 e o
verossimilhanga. As segundas derivadas da log-verossimilhanca | = (3, 0?)

sao dadas por

82
aﬁraﬁs 0_2 me’xz& 8/6 80'2 - 0_4 szr Z )

e
9% 1 1< T oo
B~ 201 g5 20
i=1
Assim, os elementos da matriz de informacao I(3,0?) sdo calculados por
0?1 0?1
E irdis, “Xaa a9 | —
< amm) Z“’ " ( a@,«aﬂ)
e

o2l n
E{‘mﬂﬂ}‘mﬂ'

Logo, a matriz de informacdo para (3 e o2 pode ser escrita como
o 2XTX 0

16,79 = 0 n/(20%)
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A inversa da matriz de informacdo representa a estrutura de covariancia
assintdtica das estimativas de maxima verossimilhanca. A inversa da matriz
I(B,0?) é simplesmente

a2(XTX)"t 0

1(8,0%) 7" =
0 204 /n

No caso, o resultado assintético é um resultado exato e a matriz I(3,02)~!
iguala a estrutura de covariancia exata das estimativas de méaxima verossim-
ilhanca de 3 e 02, ou seja, Cov(f) = o2(XTX)~1, como visto em (1.10), e
Var(62) = 204 /n.

Da teoria de verossimilhanca, concluimos ainda que as estimativas ﬁ e 62
tém distribuigdes assintSticas normais p-variada N, (3, 0?(XT X)™1) e univari-
ada N(o?%,20%/n), respectivamente. No caso, o primeiro resultado é exato, e
ja tinhamos mostrado na Segao 1.5 ii) que o EMQ (idéntico ao EMV) tem dis-
tribuicio normal p-variada de média 3 e estrutura de covariancia o?( X7 X)~1.

A estrutura bloco-diagonal da matriz I(3,0%)~! implica que as EMV Be

2 sdo assintoticamente independentes. N6s tinhamos mostrado na Secdo 1.5

o
iv) um resultado mais forte: que as estimativas 3 e 52 sdo independentes para
todo valor de n.

2

Mostraremos agora que as estimativas 3 e 6“ sao estatisticas suficientes

minimais para os parametros 3 e o2. Da equacdo (1.12) temos a decomposicio

(y—XB) T (y— XB) = SQEB) + (8- BTXTX(B - pB).

Logo, a verossimilhanca (1.28) pode ser escrita como

1 p{_SQEw) 1

(2m)n/2gm o 202 202

L(B,0%) = (B-B)TXTX(B- ﬁ)} :

O critério da fatorizacao implica que B e SQE(ﬁ) sdo estatisticas sufi-
cientes para os parametros 3 e 02, e é evidente que estas estatisticas sdo sufi-
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cientes minimais. Embora n e X sejam necessarios para calcular a verossim-
ilhanca, estas quantidades nao sao aleatdrias e, portanto, nao sao partes inte-
grantes das estatisticas suficientes.

1.11 Exercicios

1. Ajusta-se um modelo de regressao a um conjunto de dados. Mostre que:
n
(i) Z Var(fi) = po®;
i=1
(i) SQE = pTH3y, onde H = X(XTX)"1XxT.
2. Demonstre que R? é igual ao quadrado da correlacdo entre os vetores y
e fi.
3. Considere as regressoes de y sobre z para os dados seguintes, es-
pecificadas por E(y) = Boxr e E(y) = Bix + (22?2, Demonstre que

Bo = 3.077, B = 2.406 e By = 0.138. Qual desses modelos seria o
preferido?

o5 ] 7] 7] 10] 6] 2
RRRDROE

4. Utilizando o teorema de Fisher-Cochran mostrar que as somas de
quadrados BTX Tyeyly— BTX Ty sao independentes e tém distribuicao
x% com p e (n — p) graus de liberdade, respectivamente.

5. O conjunto de dados abaixo corresponde a producao anual de milho
(y) em kg/ha e a quantidade de chuva z em mm, durante 7 anos em
determinado municipio.

Ano 1 2 3 4 ) 6 7
y 1295 1304 1300 1428 1456 1603 1535
X 1094.10 1180.15 1137.30 1714.80 1289.50 1401.50 1640.40

(i) Ajustar o modelo y = [y + fix + € aos dados e obter Bo, B, os
correspondentes desvios padrdes, 6% e R?, e a tabela ANOVA;
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(ii) Calcular os residuos de Pearson p; = (y; — fi;)/s para cada ob-
servagao. Verificar se ha pontos aberrantes. Fazer os graficos de
p; contra [i; e p; contra i. Nota-se alguma tendéncia sistemadtica
nesses graficos?

(iii) Sugerir um novo modelo com base nos graficos de (ii). Obter as

2 ¢ 0 R desse novo

estimativas de minimos quadrados. Comparar &
modelo com aqueles do modelo ajustado em (i);
(iv) Suponha que num determinado ano choveu 1250 mm. Calcular
um intervalo de confianca de 95% para a produgao de milho nesse
ano, utilizando, respectivamente, os modelos ajustados em (i) e (ii).

Comparar os intervalos obtidos.

6. Os dados a seguir correspondem a area de um pasto em fungao do tempo
de crescimento. Ajustar um modelo de regressao aos mesmos.

AREA 8.93 10.80 18.59 22.33 39.35 56.11 61.72 64.62
TEMPO 9.00 14.00 21.00 28.00 42.99 57.00 63.00 70.00

AREA  67.00
TEMPO 79.00

7. Em 9 municipios foram observadas as seguintes varidveis: y-consumo de
um determinado produto, xi-urbanizacao relativa, xo-nivel educacional
e x3-percentual de jovens.
Os dados sao os seguintes:

Munic. 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
1 412 486 426 39.0 347 445 391 40.1 459
) 412 106 10.6  10.4 9.3 108 10.7 10.0 12.0
x3 31.9 132 287  26.5 85 243 186 204 152

Y 167.1 1744 1620 140.8 179.8 163.7 174.5 185.7 160.6

(i) Ajustar o modelo irrestrito y = [y + (121 + S22 + B33 aos dados
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e esse mesmo modelo restrito a C'8 = 0, onde

0100
0 0 01

C =

Formar a tabela ANOVA e testar as hipéteses H : 1 = (2 = (3 =
0, H:CB=0e H": 35 =0 dado C3 = 0. Utilize a = 0.01;

(ii) Para o ajuste do modelo y = [y + fax2 + € aos dados, calcular
R? e 62 e comparar com os valores obtidos impondo-se o modelo
irrestrito corrente;

(iii) Fazer uma anélise de diagndstico completo para o ajuste de (ii).

8. Suponha um modelo de regressao y = X3 + ¢ contendo By como inter-
cepto e 1 o vetor n x 1 de uns correspondente. Mostre que 17 H1 = n,
onde H é a matriz de projegao.

9. Suponha que tenhamos um modelo de regressao y = X3 + €, onde os
parametros (3 estao sujeitos a restrigoes de igualdade do tipo Cf3 = d.
Mostre que a estimativa de minimos quadrados (EMQ) de (3 é dada por

f=p+XTX)teT(C(xXTx)r ) Hd - Cp),

onde B é o EMQ usual.
10. Demonstrar a desigualdade (1.19).



Capitulo 2

Modelos Lineares
(Generalizados

2.1 Introducao

Os Modelos Lineares Generalizados (MLGs), também denominados modelos
exponenciais lineares, foram desenvolvidos por Nelder e Wedderburn (1972).
Esta classe de modelos é baseada na familia exponencial uniparamétrica, que
possui propriedades interessantes para estimagao, testes de hipoteses e outros
problemas de inferéncia. O MLG é definido por uma distribuicao de prob-
abilidade, membro da familia exponencial de distribuicoes, para a varidvel
resposta, um conjunto de varidveis independentes descrevendo a estrutura lin-
ear do modelo e uma funcao de ligacdo entre a média da variavel resposta e a
estrutura linear.

Varias distribui¢oes de probabilidade importantes (discretas e continuas)
como normal, gama, Poisson, binomial, normal inversa (ou Gaussiana inversa),
etc., sao membros da familia exponencial e os seguintes modelos sao casos
especiais dos MLGs:

e Modelo normal linear;

e Modelos log-lineares aplicados a analise de tabelas de contingéncia;

35
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e Modelo logistico para tabelas multidimensionais de proporgoes;
e Modelo probit para estudo de proporgoes;

e Modelos estruturais com erro gama;

e outros modelos familiares. O modelo normal linear foi descrito no Capitulo
1. Os demais modelos serao descritos aqui e em capitulos posteriores.

Entretanto, os MLGs nao englobam dados correlacionados e distribuigoes
fora da familia exponencial. Porém, alguns casos especiais de regressao que
nao sao MLGs genuinos podem ser ajustados através de algoritmos iterativos,
mediante pequenas alteracoes (Cordeiro e Paula, 1992).

2.2 Um Esboco Sobre os MLGs

2.2.1 Formulagao do modelo

A formulagao de um MLG compreende a escolha de uma distribuicao de proba-
bilidade para a varidvel resposta, das varidveis quantitativas e/ou qualitativas
para representar a estrutura linear do modelo e de uma funcao de ligagao.
Para a melhor escolha da referida distribuicao de probabilidade é aconselhavel
examinar os dados para observar algumas caracteristicas, tais como: assime-
tria, natureza discreta ou continua, intervalo de variagao, etc. E importante
salientar que os termos que compoem a estrutura linear do modelo podem
ser de natureza continua, qualitativa ou mista, e devem dar uma contribuicao
significativa na explicagdo da varidvel resposta.

Uma importante caracteristica dos MLGs é a suposicao de independéncia,
ou pelo menos de nao-correlacao, entre as observacoes. Como consequéncia
disso, dados exibindo autocorrelacao no tempo, por exemplo, ndo devem fazer
parte do contexto dos MLGs. Uma outra caracteristica destes modelos esté
na distribuicao da varidvel resposta. Considera-se uma distribucao tnica que
deve pertencer a familia exponencial. Assim, estdo excluidos os modelos de
analise de experimentos que tém mais de uma componente de erro explicita.
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2.3 As Componentes de um MLG

De uma forma geral, a estrutura de um MLG é formada por trés partes: uma
componente aleatéria composta de uma varidvel aleatéria Y com n observacoes
independentes, um vetor de médias p e uma distribuicao pertencente a familia
exponencial; uma componente sistemdtica composta por variaveis explicativas
x1,...,%p tais que produzem um preditor linear 7; e uma fungao monotoénica
diferenciavel, conhecida como func¢do de ligacao, que relaciona estas duas com-
ponentes.

2.3.1 Componente aleatéria

Seja um vetor de observacdes y = (Y1,...,yn)’
varidveis aleatérias Y = (Y1,...,Y,)7, independentes e identicamente dis-
tribuidas, com médias u = (p1,...,0n)". A parte aleatéria de um MLG
supoe que cada componente de Y segue uma distribuicao da familia exponen-

referente as realizacoes das

cial definida por

[y6 — b(0)]
a(¢)

onde a(-),b(-) e ¢(-) sao fungoes conhecidas; ¢ > 0 é denominado pardmetro de
dispersao e 6 é denominado parametro candénico que caracteriza a distribuigao

fy(y;0,¢) = exp { + c(y, ¢)} , (2.1)

em (2.1). Se ¢ é conhecido, a equacao (2.1) representa a familia exponencial
uniparamétrica indexada por 6.

Assim, para a distribui¢do normal, temos

LR (y — p)?
2mo? 202

= exp {W - % <gz + log(27r02)> } .

g

fy(y:0,¢) =

onde 6 = 1, ¢ = 0%, a(§) = ¢, b(O) = § e c(y, @) = —§ {4 +log(2n) }.

Escrevendo a log-verossimilhanca para uma unica observagao como [ =
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10, p;y) =log fy(y; 0, ¢) temos uma funcao de 0 e ¢ para um dado y. Assim,
a média e a variancia de Y podem ser calculadas facilmente por meio das
seguintes relacoes

E <§é> =0 (2.2)
¢ 2
E <gzi> +E <gé> ~0. (2.3)
Temos, a partir de (2.1), que
00, ¢3y) = yea—(;)(e) + c(y. ¢).
Logo, ,
gé _ y;(l;;m (2.4)
’ 2l b'(0)
9" "alo) (2.5)
Entéo, a partir de (2.2) e (2.4), temos B (§7) = “4" = 0 de modo que
B(Y)=p = b(0). (2.6)

Da equacao (2.6) podemos obter, univocamente, o parametro canénico 6 como
funcao da média pu.

Da mesma forma, a partir de (2.3), (2.4) e (2.5), obtemos

_V(9) | Var(Y)
ale) a(¢)?

Logo,
Var(Y) = a(¢)b”(6). (2.7)
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Com isso, podemos dizer que a variancia de Y é o produto de duas fungoes:
(i) ¥"(0), que depende apenas do parametro canoénico e, por conseguinte, da
média, sendo chamada de fun¢ao de variancia V= V() e (ii) a(¢), que sé
depende de ¢. A funcdo de varidncia expressa como fungao de p é reescrita
da seguinte forma

Vi) =(6) = . (2.8)

A funcao a (¢) é geralmente expressa por a (¢) = %, onde ¢ (também deno-
tado por 02) é um parametro de dispersdo constante para todas as observacdes
e A é um peso a priori conhecido, que pode variar com as observacoes.

Apresentamos na Tabela 2.1 as distribui¢des mais importantes sob a forma
(2.1) e algumas de suas principais caracteristicas. Estas distribui¢oes serao
estudadas mais adiante, ou seja, normal N(u,c?), Poisson P(u) de média p,
binomial B(m, u) com indice m e probabilidade de sucesso p, gama G(u,v)
com média p e parametro de forma v e normal inversa N~ (u, ) com média
1 e parametro de dispersao ¢.

Tabela 2.1: Caracteristicas de algumas distribuicoes da familia

exponencial
Modelo  a(¢) b(0) c(y, ®) 1(6) Vi(p)
N(u,02) o2 e - 0 1
—{log(27¢)}/2
P(u 1 exp(6) —logy! exp(0) [
Blwud L log(1+4¢f) log(,m) iy ml-p)
G(u,v)  v' —log(—6)  vlog(vy) —logy —3 2
—logI'(v)
N~ (n,¢) &  —(-20)3 — 5 (—20)7z 4

—{log(2m¢y?)}/2
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2.3.2 A componente sistematica e a fungao de ligagao

Inicialmente, foi dito que a fungado de ligagao relaciona o preditor linear n a
média p do vetor de dados y. Considere, entao, a estrutura linear de um
modelo de regressao

n=Xg,
onden = (1,...,mn)%, 8= (B1,...,8)T e X é uma matriz modelo nxp(p<n)
conhecida de posto p. A funcdo linear 1 dos parametros desconhecidos 3 é
chamada de preditor linear. Além disso, outra caracteristica da componente
sistemdtica de um MLG é que a média u do vetor y é expressa por uma fungao
conhecida (mondtona e diferencidvel) de 7,

/’Li:gil(ni)v izlv"wn

denominando-se g(-) func¢do de ligagao.

No modelo normal linear a média e o preditor linear sao idénticos, dado
que 1 e u podem assumir qualquer valor na reta real (—oo, +00); logo, uma
ligagao do tipo identidade (n = p) é plausivel para modelar dados normais.
Se Y tem distribuicao de Poisson, com p > 0, a fungao de ligacao adequada é
a logaritmica (n = log 1), pois esta tem o dominio positivo e o contradominio
na reta real. Entretanto, para modelos que assumem a distribuicao binomial,
onde 0 < u < 1, existe a restricao de que o dominio da funcao de ligacao esteja
no intervalo (0,1), enquanto seu contradominio é o intervalo (—oo, +00). As
trés principais fungdes que garantem esta restrigao sao:

1. logit (ou logistica)
n = log{u/(1—p)};
2. probit
n=o"(p),
onde ®71(-) é a fungio de distribuicio acumulada da normal reduzida;
3. complemento log-log

n = log{—log(1 —p)}.

Finalizando, pode-se dizer que a palavra “generalizado” no MLG significa
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uma distribuicao mais ampla do que a normal para a varidvel resposta e uma
funcdo nao-linear relacionando a média desta varidvel resposta a parte deter-
ministica do modelo.

2.3.3 Estatisticas suficientes e ligacoes canodnicas

Cada distribuigao citada na Tabela 2.1 tem uma funcao de ligagdo especial
que estd associada ao preditor linear n = > 7, 8,2, e define uma estatistica
suficiente com a mesma dimensao de (3. Estas ligacoes sao chamadas canonicas
e ocorrem quando 6 = 7, onde 6 é o parametro candnico definido em (2.1) e
dado na Tabela 2.1 como argumento para a média pu. As ligagdoes candnicas
para as distribuigoes citadas na referida tabela sao:

e normal n =

e Poisson n = log ;

e binomial n=log{m/(1-m}
e gama n=pu"

e normal inversa 17 = pu 2.

Pode-se mostrar que a estatistica suficiente para o vetor de parametros (3,
supondo no modelo que a ligacio é canonica, iguala X'y (em notacio vetorial).
Os MLGs com ligagoes canonicas sao denominados de modelos candnicos.

2.3.4 A matriz modelo

A matriz modelo X ¢é definida a partir de varidveis explicativas que podem
ser continuas, fatores qualitativos e combinagoes destes (McCullagh e Nelder
1989, Cap. 3).

e Varidveis Continuas

Exemplos de varidveis continuas sao: peso, area, tempo, comprimento,
etc. Cada varidvel continua, ou covaridvel, tem uma representacao algébrica
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e assume uma forma no modelo. Neste caso, as respectivas representacoes sao
aX e X.

e Variaveis Qualitativas

Estas variaveis, que também sdao denominadas de fatores, possuem um
conjunto limitado de valores conhecidos como niveis. Os niveis podem ser
codificados pelos nimeros inteiros 1,2,...,k. O modelon =a; (1 =1,...,k)
representa um fator A de k niveis. Sua forma no modelo é simplesmente A.

Para ajustar um modelo que possui fatores é necessario utilizar variaveis
indicadoras. Um fator com k niveis pode ser representado por k varidveis
indicadoras

1, se ocorre o nivel i
U; =
0, caso contrario

como

A= aqul + aguo + ... + apug,

onde «;= valor do i-ésimo nivel.
e Termo de Interagao Misto

Um termo de interacao entre os fatores pode ser incluido no modelo. Em
experimentos fatoriais, onde existe apenas uma observacao para cada com-
binacao dos niveis dos fatores, se sdo colocadas todas as interagoes, tem-se o
modelo saturado. No caso de duas varidveis continuas, a interacao é obtida
pela inclusao do termo [1oz122. Se as varidveis sao fatores, utiliza-se (f3);;.

Além disso, pode-se ajustar uma componente que represente o efeito si-
multaneo de um fator e uma varidvel continua. Em um modelo com o fator A
e a covaridvel X, definidos anteriormente, ajusta-se o termo a; X ao invés de
aX.

e Notacgao Utilizada nos MLGs

Wilkinson e Rogers (1973) apresentam uma notacao adequada que pode
ser utilizada também em programas de computadores. Nesta notacdo, as
primeiras letras do alfabeto A, B,C,... representam os fatores, enquanto que
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as ultimas X,Y, Z, ... sao utilizadas para as covaridveis. Esta notagao é re-
sumida na Tabela 2.2

Tabela 2.2: Representagao dos Termos nos MLGs

Tipo do Termo  Férmula Algébrica Fdérmula do Modelo

Covariavel Az X
Fator Q; A
Misto i AX

Composto (af)ij A.B

Misto-Composto Aij T A.B.X

2.4 O Algoritmo de Estimagao

Existem diversos métodos para estimar os parametros 3, os quais podemos
citar: estimacao — M, Bayesiano, qui-quadrado minimo e o método da maxima
verossimilhanga que serd apresentado mais detalhadamente nesta segao, pelo
fato de ser frequentemente utilizado nos programas computacionais.

O algoritmo de estimacao dos parametros (3’s foi desenvolvido por Nelder
e Wedderburn (1972) e baseia-se em um método semelhante ao de Newton-
Raphson, conhecido como Método Escore de Fisher. A principal diferenca
em relacdo ao modelo classico de regressao é que as equacoes de maxima
verossimilhancga sao nao-lineares.

Seja () a log-verossimilhanga como funcao de 5. No método escore de
Fisher utilizamos a fungao escore
)

U(ﬁ) = W’
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e a matriz de informacao de Fisher
_ *1(8) \\ _ oU(p)
w={-2(g50m) } =-# (%57

Expandindo a funcao escore em série de Taylor até primeira ordem, obtém-

se
au(3)™)
() = () + UL [ — ] — g
ou
8U(ﬁ)(
(m+1) _ p(m) _ (m)
gt =g a9 U(ﬂ )5

onde o indice (m) significa o valor do termo na m-ésima iteracao. Este é o
método de Newton-Raphson para o célculo iterativo da EMV § de 3. Aitkin
et al. (1989) apresentam um estudo completo deste algoritmo.

O método escore de Fisher (1925) é obtido pela substituigao de —8%72[3)
pelo seu valor esperado K.

Para desenvolver o algoritmo de estimacao do MLG considere a compo-
nente sistematica

n; = g ,Ufz Z TirBr = mTﬁa
r=1

T

onde z; ¢ a i-ésima linha de X.

A log-verossimilhanga é dada por
1 n n
=7 > {witi —b(0)} + > c(yi,9).
=1 =1

Derivando [(3) em relacao ao vetor 3, tem-se

ol )
Up) = 8(ﬂ _a Z{ — (6 }aﬁ‘



Modelos Lineares Generalizados

Calculando

00; _ 90; dpi On;
B Ou; on; OB

pela regra da cadeia e utilizando as equagoes (2.6), (2.7) e (2.8), obtemos

1. ._//'_8/%'
i = b'(6;) e V(i) = b"(6;) = 20,

Como :rZT ¢é a i-ésima linha de X e n; = :ciTﬂ, temos

= Ty,

op
onde z; é um vetor coluna p x 1. Ainda,

)

Entao, a funcao escore é expressa como
ol(B) 1 < , 1

U ﬂ = —F5 = i — b Hi — ;.

9 =5 = a@ 2 W VO g

A matriz de informacao para § é dada por
1

T
a@

K =

onde W é uma matriz diagonal de pesos definidos por

wi =V, g () 2

A funcao escore, usando esta matriz de pesos, é expressa como

U(p) = X"wz,

45

(2.9)
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onde z é um vetor com dimensao n x 1 dado por

zi = (Yi — i) (aga(:?)> :

Utilizando estes dois resultados, o algoritmo escore de Fisher para calcular
a estimativa de méxima verossimilhanca (EMV) de (3 é expresso por

g+ = gm) L (x Ty (m) x) =1 x Ty (m) 5 (m)

Colocando (XTW (™ X)~1 em evidéncia tem-se, finalmente,

5(m+1) _ (XTW(m)X)_lXTW(m)y*(m), (2.10)

onde y*(™) é uma varigvel resposta modificada denotada por

) Z X gm) 4 m),

Note que cada iteracao do método escore de Fisher corresponde a uma
regressao ponderada da variavel dependente modificada y* sobre a matriz mod-
elo X, com matriz de pesos W. Com isso, quanto maior for a variancia da
observacao, menor serd seu peso no calculo das estimativas dos parametros.
Um resultado semelhante pode ser obtido pelo método de Newton-Raphson. A
estimativa de maxima verossimilhanca de 8 nao depende do valor do parametro
de dispersao ¢.

Na comparacao entre os dois métodos, para os modelos canonicos, tais
como, modelo binomial com ligacao logistica, modelo de Poisson com ligagao
logaritmica e modelo gama com ligacao inversa, eles apresentam resultados
idénticos. Contudo, para os demais modelos, os erros padrao das estimativas
dos parametros sao diferentes.

Deve-se ressaltar ainda que os programas computacionais de ajustamento
do MLG sempre utilizam o método escore de Fisher para calcular as estimati-
vas dos #'s. Isso deve-se ao fato de que no método de Newton-Raphson existe
uma maior probabilidade do algoritmo nao convergir.
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2.5 Adequacao do Modelo

Ap6s formulado o modelo, torna-se necessario estimar os parametros e avaliar
a precisao das estimativas. Nos MLGs, o processo de estimacao ¢ determinado
por uma medida (ou critério) de bondade de ajuste entre os dados observa-
dos e os valores ajustados gerados a partir do modelo. As estimativas dos
parametros do modelo serao aquelas que minimizam esta medida que equivale
a maximizagao da log-verossimilhanga descrita na Segao 2.4.

Assim, as estimativas dos parametros podem ser obtidas através da
maximizacao da verossimilhanga, ou log-verossimilhanca, em relacdo aos
parametros, supondo fixos os dados observados. Se fy (y; 6, ¢) é a fungao den-
sidade ou funcao de probabilidade para a observacao y dado o parametro 6,
supondo ¢ conhecido, entao a log-verossimilhanca expressa como uma funcao
do valor esperado = E(Y') é dada por

(s y) = log fy (y; 0, 6).

A log-verossimilhanga baseada em uma amostra de observacoes indepen-
dentes 1, ...,y serd a soma das contribuicoes individuais, ou seja,

sy) = log fv, (yi; i, 6),

=1

onde p1 = (pu1, ..., )" ey = (y1,...,yn)".
Uma medida da bondade do ajuste conhecida como desvio escalonado, que

serd abordada mais adiante, é definida como

D*(y; ) = 21(y; ) — 2l (13 y)-

Note-se que, para os modelos exponenciais, I(y;y) representa a maxima
verossimilhanca de um ajuste exato, no qual os valores ajustados sao iguais aos
valores observados (modelo saturado). Assim, como [(y;y) nao depende dos
parametros de interesse, maximizar a log-verossimilhancga I(u;y) é equivalente
a minimizar o desvio escalonado D*(y; u) com relacdo a i, sujeito as restrigoes
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impostas pelo modelo. Por exemplo, para o modelo normal de regressao com
variancia o2, temos para uma tnica observacio

N2
fy(y;u,02)=\/21—me><p(—(y2azm>,

de modo que a log-verossimilhanca é dada por

(y—m?*

1
W y) = =3 log(2mo?) — ==

Obtém-se, entao, a log-verossimilhanga do modelo saturado fazendo pu = y.
Logo,
U(y:y) = —3 log(2mo®).

Entao, o desvio escalonado para o modelo normal iguala

)2
D*(y; i) = 2{l(y; 9) — l(ps9)} = W

2.6 Predicao

A predicao no contexto dos MLGs deve ser interpretada como uma pergunta
do tipo “o que... se... ?”, ao contrario do contexto de séries temporais onde o
valor predito estd indexado pelo tempo. E importante salientar que as quan-
tidades preditas devem estar sempre acompanhadas por medidas de precisao
e que o modelo utilizado esteja correto. Para um estudo mais detalhado sobre
predicoes, andlise de varidncia e varios tipos de padronizagoes, vide Lane e
Nelder (1982).

2.7 Medidas de Discrepancia ou Bondade de Ajuste

2.7.1 A funcao desvio

Existem diversas maneiras de se construir medidas de discrepancia ou bondade
de ajuste. Uma destas medidas denomina-se desvio e equivale a diferenca de



Modelos Lineares Generalizados 49

log-verossimilhancas maximizadas.

Sabemos que, dado n observacoes, podemos construir modelos com até n
parametros. Porém, o modelo mais simples, chamado de modelo nulo, contém
apenas um parametro que representa a média y comum a todas as observagoes
y’s. O modelo nulo aloca toda a variacao entre os y’s para a componente
aleatéria. Por outro lado, o modelo saturado contém n parametros, um para
cada observagao. No modelo saturado toda a variagao dos y’s é alocada para
a componente sistematica.

Assim, na pratica, o modelo nulo é muito simples enquanto o modelo
saturado é nao-informativo. Porém, o modelo saturado é ttil para medir a
discrepancia de um modelo intermedidrio (em investigagao) com p parametros
(p <n).

Sejay = (Y1,---,Yn b C
a familia exponencial (2.1). Sejam 6 = 0(i1) e 6§ = O(y) as estimativas dos
parametros canonicos para o modelo em investigacao e o modelo saturado,

)7 uma amostra aleatéria com distribuicdo pertencente

respectivamente. Seja
=Y 10, ¢39:) = Y {wibi — b(0:)]/ai($) + c(yi, d)},
i=1 i=1
a log-verossimilhanga maximizada sobre 3 para ¢ fixo. Seja

=Y _10i,¢:9) = > {[wifi — b(0:)]/ai(9) + clyi, ¢)}
i=1 i=1

a log-verossimilhanca para o modelo saturado com n parametros. Assumindo
ainda que a;(¢) = ¢/\;, podemos escrever

2in =) =23 Ni{yi(0h — 0:) = b(0:) + b(B:)}/ ¢ = D(y; )/ ¢ = D /9,

onde

D= D(y;p) = QZ Ne{yi(0; — 0;) — b(8;) + b(8;)}
=1
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¢ denominado desvio do modelo em investigacao, sendo funcao apenas dos
dados e das estimativas de maxima verossimilhanca obtidas dos mesmos.

Temos a seguir as formas da fun¢ao desvio com \; = 1 (caso mais comum)
para as principais distribuicoes da familia exponencial citadas na Tabela 2.1:

e normal Z?:l(yi—ﬁi)QS

e Poisson 2> {yilog(ys /1) — (yi—Tis) }

e binomial 2> Awilog(yi/ i)+ (mi—yi) log[(mi—ys) / (mi— )] }5
e gama 2> i {log(fi /yi) 4 (yi —Hi) /i }

e normal inversa Yo (yi—1i)?/(12yi).

Maiores detalhes sao dados por Nelder e Wedderburn (1972).

2.7.2 A estatistica de Pearson generalizada X?

Uma outra importante medida de discrepancia do modelo ajustado em relacao
aos dados é a estatistica de Pearson generalizada definida por

n

X2 =3 (i — )2V (i),

i=1

onde V' (4i;) é a fungao de variancia estimada para a distribuicao proposta para
os dados.

Tanto a funcdo desvio quanto a estatistica de Pearson generalizada tém,
para o modelo normal linear, distribuicdo y? exata. Resultados assintéticos
sdo possiveis para outras distribuigoes. A vantagem da funcdo desvio é que
ela é aditiva e acrescentando-se varidveis explicativas ao modelo, o desvio deve
decrescer, diferentemente de X?2. Contudo, X? é algumas vezes preferivel pois
tem uma interpretacao simples.

2.7.3 A analise do desvio

A andlise do desvio é uma generalizagao da anélise de variancia para os MLGs
visando obter, a partir de uma seqiiéncia de modelos encaixados, isto é, cada



Modelos Lineares Generalizados 51

modelo incluindo mais termos que os anteriores, os efeitos de fatores, co-
varidveis e suas possiveis interacoes.

Dois modelos M, e M, sao encaixados (M, C M,y ) quando os termos
que formam M, incluem todos os termos que compoem M, mais outros
termos que nao estao em M, .

Considere M,, C M,, C ... C M, uma seqiiéncia de modelos encaixados
com respectivas dimensoes p1 < p2 < ... < p,, matrizes X,,, Xp,,..., Xp,,
desvios D,, > D,, > ... > D, , todos os modelos com a mesma distribui¢ao
e funcao de ligacao. Vale ressaltar que as desigualdades entre os desvios nao
sao validas para a estatistica de Pearson generalizada. Logo, a comparacao de
modelos encaixados é feita, exclusivamente, pela fungdo desvio.

As diferengas entre os desvios D), — Dy, p; < pj, devem ser interpretadas
como uma medida de variacao dos dados, sendo explicada pelos termos que
~ ~ ~ 2 .
estao em Mp,; e nao estao em Mp,. Se Dy, — Dy, > Xj. . o consideramos que
os termos que estao em M, e nao estao em M), sao significativos.

Para entender este procedimento, tem-se um exemplo de planejamento
com dois fatores A e B, com a e b niveis, respectivamente. Ajustam-se, su-
cessivamente, os modelos: 1 (modelo nulo), A, A+ B, A+ B + A.B (modelo
saturado). Na Tabela 2.3, apresenta-se a andlise do desvio para esta seqiiéncia
de modelos juntamente com a interpretacao dos termos.

Tabela 2.3: Exemplo de Andlise do Desvio

Modelo gl Desvio  Diferenca g.l. Termo
1 ab—1 Dy
A a(b—1) Dy Di—Dy a—1 A ignorando B
A+B (a=1)(b—1) Dayp Ds—Dayp b—1 B incluido A
A+B+A.B 0 0 Dayp (a—1)(b—1) interacdo A.B

incluidos A e B
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2.8 Modelo Binomial

Esta é uma das mais antigas distribuicoes de probabilidade e foi desenvolvida
por James Bernoulli em seu tratado Ars Conjectand, publicado em 1713. A
distribui¢ao binomial surge naturalmente em um grande niimero de situagoes,
onde as observagoes Y sao contagens nao-negativas limitadas por um valor
fixo. Existem duas maneiras de deduzi-la.

Supondo que Y7 e Y, s@o varidveis aleatérias independentes de Poisson
com médias uy e ug, respectivamente, sabemos que Y; + Yo tem distribuicao
de Poisson com média p1 + po. Assim, a distribuicao condicional de Y; dado
Y1 4+ Yo = m é expressa como

PYi=y|Y14+Yo=m)= <m>7ry(1 -m)™ Y, y=0,1,....,m (2.11)
Y

onde m = p1/(p1+p2). A notagdo Y ~ B(m, ) denota que Y tem distribuicao
binomial, expressa em (2.11), com indice m e parametro .

A segunda maneira e também a mais natural, vem da distribuicdo de
Bernoulli, expressa em (2.12), que denota um caso particular da distribuigao
binomial quando m = 1. Na distribuicdo de Bernoulli, Y; assume dois valores

1 se o evento de interesse ocorre na repeticao ¢
.5/1‘ pu—
0 caso contrario,

tal que

P(Y;=k) =71 -m)'""* k=01, (2.12)

onde 7 representa a probabilidade do evento de interesse ocorrer.

m
Assim, obtemos a distribuicao binomial (2.11) para a soma Sy, = Y Y; de
i=1
m variaveis aleatdrias Y1, ...,Y;, de Bernoulli independentes e identicamente

distribuidas conforme (2.12).
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A funcdo de probabilidade de S,,/m (propor¢ao de sucessos) estd na
familia exponencial (2.1) com parametro canoénico § = log (ﬁ), onde

u = E(Sp/m) é a probabilidade de sucesso. O parametro candénico repre-

senta, entao, o logaritmo da razao de chances e a fungao de variancia (2.8)

iguala V(u) = pll=p)

m

2.8.1 Momentos e cumulantes

A fungdo geratriz de cumulantes da binomial pode ser facilmente obtida a
partir da soma de funcées de cumulantes de varidveis aleatérias de Bernoulli
independentes. A funcao geratriz de momentos de (2.12) é

My (t) = E{exp(tY)} =1 — 7 + mexp(t). (2.13)

Entao, temos a funcao geratriz de cumulantes

Ky (t) = log My (t) = log{1 — 7 4+ mexp(t)}.

Por conseguinte, a funcao geratriz de momentos da soma estocéastica .S, =
M, (£) = {1 — 7+ mexp(t)}"

e sua correspondente funcao geratriz de cumulantes iguala

log Mg, (t) = mlog{l — m + mexp(t)}. (2.14)
Finalmente, expandindo (2.14) em série de Taylor e avaliando no ponto
t = 0, encontramos os quatro primeiros cumulantes da distribuigao bino-

mial expressos por k1 = mm, ko = mn(l —7),k3 = mn(l —7)(1 —27) e
kg =mm(l —m){1 —6m(1l—m)}.

2.8.2 Convergéncia para normal e Poisson

A partir da fungao geratriz de cumulantes (2.14) pode-se mostrar que, para m
grande, todos os cumulantes de .S, sao de ordem m. Logo, os cumulantes da
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variavel aleatéria padronizada
Sy, — mm

mm(l — )

sao: 0, pararT =1, e O(ml_T/Q) para r > 2. Consequentemente, quando
é fixo e m — 00, os cumulantes de Z convergem para os de uma distribuigao
normal padrao: 0,1,0,0,... Entdo, como convergéncia de cumulantes implica
convergéncia em distribuicao, temos que

P(Sy, <y)~ <I>(z+),

onde ®(-) é a funcao de distribui¢do acumulada da normal-padrao, y é um

inteiro e

2T = e
mm(l — )

Agora, suponha que m — 0 e m — o0, de tal forma que 4 = ms permanece
fixo ou tende para uma constante. De (2.14), a funcao geratriz de cumulantes
de S,, tende para

%bg{l + m(exp(t) — 1)} — pufexp(t) — 1}

que é a funcao geratriz de cumulantes de uma varidvel aleatéria com dis-
tribuigdo de Poisson de média p. Da mesma forma, convergéncia da fungao
de cumulantes implica convergéncia em distribuigao.

2.8.3 Funcoes de ligagcao apropriadas
Para investigar a relagdo entre a probabilidade de sucesso m da varidvel re-

sposta Y e o vetor de covaridveis (x1,...,2,) assumimos que a dependéncia
entre 7 e (x1,...,x,) ocorre através da combinacao linear

p
n= Z Bjx;.
j=1
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Contudo, como —oo < 1 < 00, expressar m através de uma funcao linear de
71 seria erroneo do ponto de vista probabilistico, pois m nao ficaria restrito
ao intervalo (0,1). Assim, uma maneira simples e eficaz para solucionar este
problema é o uso de uma transformagao g(7) que relacione o intervalo unitério
a reta real, de tal forma que

P
g(”i):m:ZI@'jﬂj7 1=1,...,n.
j=1

Apresentamos abaixo algumas func¢oes de ligacdo que sdo adequadas para da-
dos binarios, pois preservam as restricoes sobre a probabilidade 7:
1. Logit ou fungao logistica

g1(m) = log{m /(1 —m)};

2. Funcgao probit ou inversa da distribuicdo acumulada da normal reduzida

3. Complemento log-log
ga(m) = log{— log(1 — m)}.

Todas as trés fungoes possuem inversas, sao continuas e crescentes no intervalo

(0,1).

Na Figura 2.1, podemos observar o comportamento das trés principais
ligacoes usualmente empregadas no modelo binomial.

As trés ligagoes: logistica, probit e complemento log-log, apresentam um
comportamento praticamente linear no intervalo 0,1 < 7w < 0,9. Para pe-
quenos valores de m, as ligacoes logistica e complemento log-log encontram-
se bastante préximas, decaindo mais rapidamente que a probit. Entretanto,
quando 7 se aproxima de 1, a ligacao complemento log-log cresce mais lenta-
mente do que as ligagoes probit e logistica. Uma caracteristica da ligacao
logistica é que ela decresce quando 7 vai para 0 e cresce quando 7w vai para
1 de forma bastante réapida, ou seja, quando m estda préximo destes valores
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limites.

Figura 2.1: Ligacoes Usuais
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A funcao logistica possui algumas caracteristicas que a tornam preferida
em relagao as outras ligagdes na analise de dados bindrios: (i) pode ser interpre-
tada como o logaritmo da razao de chances; (ii) apresenta propriedades tedricas
mais simples; (iii) é mais conveniente para andlise de dados coletados de forma
retrospectiva. Entretanto, isto ndo quer dizer que as outras tranformagoes nao
sao utilizadas na pratica. Bliss (1935), utilizando um modelo binomial com
ligagao probit, foi quem iniciou a modelagem de proporcoes. A ligacio logistica
é bastante empregada em estudos toxicolégicos e epidemiolégicos. A ligagao
complemento log-log é recomendada por Collett (1994) quando a distribuigao
das proporcoes é bastante assimétrica.

Para compreender melhor o ajuste obtido é necessario a utilizagdo da
relacdo entre m e o preditor linear n = X 3. A ligacao logistica satisfaz

log{m/(1—m)} =n=Xp.

Expressando-a em termos do preditor linear, temos

__exp(n)
1+ exp(n)
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Logo, se a parte sistematica do modelo para uma determinada observacao
tende para um valor muito negativo, sua probabilidade de sucesso tende para
zero. Por outro lado, se a mesma tende para um valor muito grande, esta
probabilidade tende para um.

Da mesma forma, pode-se calcular a relagdo entre m e ) para as outras
ligacoes:
T =gy (n)=2(n)

m=g;"'(n) =1 — exp{exp(—n)}.

Além das ligagoes citadas anteriormente, Aranda-Ordaz (1981) apresenta
duas familias de transformacoes para dados bindrios. A primeira é expressa
por
C2mr—(1—m)?

B = =

(2.15)

onde 7 denota a probabilidade de sucesso e A representa o parametro da trans-
formacao.

Duas caracteristicas importantes de (2.15) sao Th(m) = —Th\(1 — 7) e
T)\(m) = T_x(7), ou seja, T\ trata sucesso e fracasso de forma simétrica. A
familia F, como é denotada T)(w), é chamada de simétrica.

A expressao (2.15) se reduz a transformagao logistica no limite quando
A = 0 e a transfomacao linear quando A = 1. Além disso, invertendo (2.15),

1
“An| < -1
0 (277_ )

oy
B (1+3an)! 1

m(n) = : l/)\z T < 5)\77 < 1> , (2.16)
(1+5am) "+ (1= 3n)

1
— >
1 <2)\77_1>,

onde n = X3 é o preditor linear que pode assumir qualquer valor real.

obtemos
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Em situacoes onde é apropriado tratar sucesso e fracasso de forma as-
simétrica (Yates (1955) traz alguns exemplos), uma segunda familia de trans-
formagoes é proposta, sendo definida por

A
Wy () = 14 )A 0y (2.17)

Aqui, assumimos que
log Wi(m) = n,

onde 7 tem a mesma expressao linear citada anteriormente.

Para A =1, (2.17) se reduz a transformacao logistica, enquanto que para
A = 0 obtemos o complemento log log. Invertendo (2.17), tem-se que

L—(14+ )™ (Ae? > —1),
m(n) = (2.18)

1, caso contrario.

No contexto dos MLGs, Aranda-Ordaz (1981) sugere que a fungdo de
ligac@o seja definida em termos das transformagoes inversas (2.16) ou (2.18).

A familia F é analisada graficamente, supondo os seguintes valores ar-
bitrarios de A: 0, 0,25 e 0,5. E importante lembrar que Ty(7) = T_(7) e que
quando A= 0 temos a ligacao logistica como um caso particular. Pela Figura
2.2, podemos observar que quando m < 0,1 e m > 0,8, T)(7) cresce ou decresce
muito pouco, & medida que A\ assume valores mais distantes de 0. Entretanto,
para valores de 0,2 < 7 < 0,8, praticamente nao ha diferenca entre as ligagoes
para os diversos A’s.
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Figura 2.2: Ligag¢oes Aranda-Ordaz (Simétricas)
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Figura 2.3: Ligag¢oes Aranda-Ordaz (Assimétricas)
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Finalmente, na Figura 2.3, podemos visualizar algumas ligacoes de
Aranda-Ordaz recomendadas quando tratamos sucesso e fracasso de forma
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assimétrica. Os valores arbitrarios de A utilizados foram -0,5, 0,5 e 2,0. Obser-
vando a Figura 2.3 fica bastante claro que quando 7 < 0,1 nao existe diferenca
entre as ligacGes. Porém, para valores de m > 0,8, quanto maior o valor de A
mais rapidamente log Wy (7) cresce. Para maiores detalhes sobre estas familias
de ligagao, vide Aranda-Ordaz (1981).

2.8.4 A funcgao de verossimilhanca

Considerando os dados ¥i,...,y, como valores observados de varidveis
aleatérias independentes Y7,...,Y, com distribuicao binomial de indice m;
e pardmetro m;, respectivamente, temos, a partir de (2.11), que a log-
verossimilhanca de m dado y é escrita da seguinte forma

I(m:y) = zn: {yi log <1 o > +milog(l— )| . (2.19)

=1

O termo Y log (ZZZ) pode ser omitido, pois nao involve o parametro .

A log-verossimilhanca também pode ser escrita em funcdo do preditor
linear. Para isso é necessario a utilizacao da equacao

)=mn; = Zx”ﬂ], i=1,...,n.

Se a fungao escolhida para o modelo for a logistica, obtém-se
p
g(mi) = n; =log{m/(1 — m)} =Y _xi;3;, i=1,...,n.
j=1

Expressando a log-verossimilhanca em funcao dos parametros desconhecidos,
temos

Z Z Yi%ij B — Z m;log < 1+ exp Z 2 3;

=1 j=1



Modelos Lineares Generalizados 61

Um ponto importante que deve ser ressaltado é que a estatistica X7y,
que aparece na log-verossimilhanca, é suficiente para 3, pois a ligacao logistica
também ¢ a ligacao canénica no modelo binomial.

2.8.5 Estimacgao dos parametros

Para estimarmos os parametros usando o método escore de Fisher, apresentado
na Secao 2.4, basta calcular a fungao escore e a matriz de informacao de Fisher
para a log-verossimilhanca do modelo binomial em que 4 = mm, obtendo-se

UB) =X"(y - p)

K=XTWX,

onde
W = diag{m;m;(1 — m;)}.

Finalmente, o algoritmo de estimagao de § é dado por

Bmt) = glm) o gem)~ g7 (gim)),

E importante salientar que neste algoritmo as observacoes com maior variancia

V(?TZ) == mml(l — 7Tl'),

tem menor peso w; para o calculo da estimativa do vetor f.

2.8.6 A funcao desvio

Sabemos que a funcao desvio corresponde a duas vezes a diferenca entre as
log-verossimilhangas maximizadas, sob o modelo saturado e sob o modelo em
investigacao. Sob o modelo em investigagao, com probabilidade estimada 7, a
log-verossimilhanca é dada por

U7 y) = Z{yi log 7; + (m; — y;) log(1 — ;) },
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onde m; = w(f1;) = f1;/m;. No modelo saturado, a EMV de m; é obtida por
T = Yi/m;.

Assim, a funcéo desvio para o modelo binomial é expressa como
D(y;7) = 2l(my) —2U(7;y)

= 2 Z; {yz log(yi/ f1i) + (mi — yi) log <w> } ’

My — My

onde p; = my;m;.

A variavel aleatéria D(y;7) é distribuida aproximadamente como x%,p,
onde p é o nimero de parametros ajustados segundo o modelo em investigacgao.

2.9 Modelo de Poisson

Ao contrario da secdo anterior, em que a varidvel resposta assumia a forma
de propor¢ao, quando a mesma apresenta a forma de contagem, sendo as
ocorréncias desta variavel independentes, com uma taxa que é funcao das
variaveis que compoem X, é de se esperar que a distribui¢ao de Poisson modele
bem esses dados. O modelo de Poisson, ao contrario do modelo normal, supGe
que a variancia seja proporcional a média e pode ser aplicado para modelar,
por exemplo, o nimero de acidentes didrios em uma estrada, o nimero de
pacientes infectados por uma doenca especifica, etc.

2.9.1 A distribuicao de Poisson

Em 1837, Poisson desenvolveu esta distribuicao como limite da distribuicao
binomial mp = u fixo e m — oo. A distribuicao de Poisson supoe que a variavel
de interesse assume valores inteiros nao-negativos e, em particular, nao existe
um limite superior. A funcao de probabilidade de Poisson é expressa por

Yy
7'7

P(Y:y):exp(—u)z y=0,1,2,...

com p > 0.
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2.9.2 Funcgao geratriz de momentos e cumulantes

A funcao geratriz de momentos da distribuicdo de Poisson é
My (t) = exp{pexp(t) — 1}.

Assim, a funcéo geratriz de cumulantes é expressa por

Ky (t) = pexp(t) — 1,

cuja r-ésima derivada é igual a

I Ky (t)
Z PN > 1.
5 pexp(t), r=1

Logo, todos os cumulantes sao iguais e dados por

Ry = W, r > 1

Em especial, Var(Y) = E(Y) = p.

2.9.3 A Funcao de ligacao
A ligagao canodnica para a distribuicao de Poisson é a logaritmica
n = log p.
E importante salientar que o modelo de Poisson com ligacao logaritmica é
conhecido como Modelo Log-Linear. Outra ligacao que pode ser empregada no

modelo de Poisson é a ligagao poténcia. Cordeiro (1986; Secao 9.3.5) estuda
esta opcao utilizando aproximacoes assintoticas para o desvio.
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2.9.4 Funcgao desvio e principais transformacgoes

Para um vetor de observagoes independentes com distribuicao de Poisson, a
log-verossimilhanca é dada por

n

Wsy) = (yilog pi — i), (2.20)
i=1

podendo ser expressa em funcao dos parametros desconhecidos como

n p
(Bsy) = > > {viwiB — exp(wi;8))}.
i=1 j=1
O valor de ji; = exp(x?@) é sempre positivo, ficando coerente com a dis-
tribuicao de Poisson.

A partir da expressao (2.20) podemos obter a fungao desvio, expressa por

D(y;ir) = 2l(y;y) — 215 )

= 92 Z{yl log(yi/ i) — (yi — fu:)}-
i=1

Se um termo constante for incorporado ao modelo, Nelder e Wedderburn
(1972) mostram que Y. (y; — f1;) = 0, de tal forma que D(y; /1) reduz-se
a2) " yilog(yi/fi;), que é a estatistica da razao de verossimilhancas comu-
mente usada na andlise de tabelas de contingéncia.

Caso haja interesse em transformar a variavel resposta Y, duas sugestoes
para dados sob forma de contagens sao Y12 e Y23 4 segunda proposta por
Anscombe (1953). A primeira transformacgdo estabiliza a varidncia e pos-
sui os seguintes momentos para p suficientemente grande: E(Yl/ 2) ~ pl/2
e Var(Y'/2) ~ 1/4. A segunda transformacdo Y?/3 produz uma varigvel
aleatoria mais simétrica. Um modelo alternativo é obtido a partir da suposigao
de normalidade para os dados transformados.
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Uma terceira transformacao, proposta por McCullagh e Nelder (1983,
Capitulo 6), que produz simetria e estabilizagdo da variancia, é denotada a
seguir:

1/2 o 1/6,1/3 lfl/Q.
3y A # 0,
9(y) = Y
—(2m)'? + e y=0.

Se Y ~ P(u), entao g(Y') tem, aproximadamente, distribui¢ao normal padrao.

Alternativamente, Freeman e Tukey (1950) sugerem a varidvel transfor-
mada

W =VY +VY + 1.

Além disso, Anscombe (1948) propos utilizar 24/Y + % como alternativa para
melhorar a normalidade dos dados sob forma de contagens.

2.9.5 O parametro de dispersao

O modelo de Poisson pode ser definido com a variagao para y dada por

Var(y;) = ¢E(y:),

incluindo assim o parametro de dispersao ¢ que tem como objetivo explicar
uma variacao acima daquela estabelecida pela distribuicao de Poisson. Entre-
tanto, esta suposi¢ao nao modifica a funcao de variancia dada por

Var(y;) = a(¢)V (i),
pois
V(i) = E(yi) = pi.
2.9.6 A distribuicao multinomial e a Poisson

Ao se estudar uma varidvel que possui k categorias véarios esquemas de
amostragem sao possiveis, sendo o mais simples aquele em que um nimero
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fixado de individuos é escolhido aleatoriamente, implicando que as freqiiéncias
nas categorias seguem uma distribuicao multinomial com probabilidades de-
sconhecidas que devem ser estimadas.

Supondo que cada reposta segue uma distribuicdo de Poisson, onde
Y1,...,Y, sdo independentes, entao a distribuicao conjunta de Y7,...,Y,
condicionada & soma y ;" | ¥; é multinomial. Portanto, escolhendo-se a funcao
de ligacao logaritmo, a verossimilhanca da resposta multinomial é propor-
cional a verossimilhanca de um modelo de Poisson supondo que as variaveis
sao independentes com média p;. Com isso, a analise de dados multinomiais
pode ser feita a partir do tratamento das respostas como variaveis de Poisson
independentes. Este modelo é chamado de “Poisson Trick” (Francis et al.,
1993).

2.10 Modelo Normal

O modelo cléssico de regressao, discutido amplamente no Capitulo 1, é o caso
mais simples de MLG ocorrendo quando a distribuicao dos dados é normal e
a funcéo de ligacdo é a identidade. A distribuicdo normal é utilizada em mod-
elos para dados continuos, embora possa ser usada como uma aproximacao
em modelos que tratem de quantidades discretas. Além disso, ela é frequente-
mente usada para modelar dados tais como: peso, altura e tempo, que sao
essencialmente positivos, apesar de seu dominio ser a reta real.

As hipéteses basicas do modelo normal linear sao:

P
Yi ~ N(pi, 0%) p=n 0= ;8

=1
observagoes fungdo de preditor linear baseado (2.21)
normais independentes ligacao nas covariaveis xi,...,x,

onde o vetor Y, o vetor de médias p e o preditor linear 1 sao de dimensao n.
Em (2.21), temos mais a esquerda, a componente aleatéria do modelo seguida
da componente sistematica que inclui a construcao do preditor linear 7 a partir
das variaveis explicativas e da funcao de ligagao entre u e 7.
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2.10.1 Cumulantes e estimagao

No modelo classico de regressao, considera-se o vetor de observacoes y como
sendo as realizagoes de uma variavel aleatoria Y, que tem distribui¢ao normal
com E(Y) = X3 e Cov(Y) = o2I. Assim, considera-se que as observacdes sio
independentes e tém igual variancia.

A funcao geratriz de momentos da normal é dada por

202
M (t; p,0%) = exp <tﬂ + 2>

sendo seus cumulantes k, = 0 para r > 2. Outras caracteristicas desta dis-

tribuigdo sdo: média, mediana e moda iguais a u e coeficientes de assimetria
e curtose iguais a 0 e 3, respectivamente.

No modelo classico de regressao, a EMV de (, que coincide com a de
minimos quadrados, é dada em forma fechada por

B=(XTX)"'XTy.

A funcao de verossimilhanca depende apenas dos dados através de B e da soma
dos quadrados dos residuos SQR = (y — XB)T(y — XB) Sabe-se ainda que
B~ N(B,02(XTX) ) e SQR ~ 02)(721,},. Os testes estatisticos sao realizados
de forma exata através das estatisticas x2, ¢ de Student e F' como descritos
no Capitulo 1.

2.11 Modelo Gama

O modelo gama é utilizado na andlise de dados nao-negativos de natureza
continua que apresentam uma varidncia crescente com a média. Além disso,
assumimos que o coeficiente de variacao é constante, isto é,

Var(Y) = o?{E(Y)}? = o*1%
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Note que aqui o é o coeficiente de variacao de Y e nao o desvio padrao.
O modelo gama também é aplicado na estimagao de varidncias na andlise
de variancia e como distribuicao aproximada de medidas fisicas, tempos de
sobrevivéncia, etc.

2.11.1 A distribuicao gama

O primeiro trabalho com esta distribuicao foi realizado por Laplace (1836).
Na familia exponencial (2.1) é mais conveniente reparametrizar a sua fungao
densidade em termos da média p e do parametro de forma v. Temos,

1 vy\” vy
; = — —— 0 0 0 2.22
flyvon) HW(M)GW< u)’ y>0v>0,p>0, (222

onde I'(+) é a funcdo gama. Assim, dizemos que Y ~ G(u,v).

A partir de (2.22) pode-se encontrar a fungao geratriz de cumulantes como
Ky (t) = —vlog(l — ut/v).

Os quatro primeiros cumulantes de Y sao dados a seguir k1 = E(Y) = p,
ko = Var(Y) = p?/v, kg = BE(Y — p)3 =213 /v? e ky = B(Y — p)* = 6pt /3.
Como v = pi? [k, v é um parametro de preciso.

De forma geral, o r-ésimo cumulante pode ser obtido através de

kp = (r— D" /o7 h

A distribuicdo gama apresenta formas bastante diferentes sendo caracter-
izada pelo parametro de forma v mas, aqui, estamos interessados apenas nos
modelos em que este parametro é constante para todas as observacoes, de
modo que as densidades de todas as observacoes tém a mesma forma. Por
analogia aos modelos de minimos quadrados ponderados em que as variancias
sao proporcionais a constantes conhecidas, é permitido, no contexto do mod-
elo gama, que o valor de v varie de uma observacao para outra, de modo que
v; = constante X A;, onde os \; sdo pesos a priori conhecidos e v; é o indice
ou parametro de precisao para Y;.



Modelos Lineares Generalizados 69

2.11.2 A funcao de variancia

Sob a suposicao da distribuicao gama para a componente aleatéria de um
MLG, a funcdo de variancia assume forma quadratica, isto é, V(u) = p?. A
log-verossimilhanga como fungao de v e p para uma tnica observagao y é

W(v,p;9) = v(—y/pu—logp) + vlogy + vlogr — logI'(v),

onde a(v) = 1/v, ¢(y,v) =vlogy+rvlogr—logl'(v), § = —1/u é o pardmetro
canonico e b(f) = —log(—6) a fungdo cumulante.

2.11.3 O desvio

Fazendo v uma constante conhecida, a log-verossimilhanca pode ser escrita
como

v, piy) = Y v(=vi/ i — log i)

i
para observagoes independentes. Se o parametro v nao é constante, mas pode
ser escrito como v; = v;, a log-verossimilhanca é expressa por

(v, msy) = v > Xi(—yi/ i — log i),

onde os A; sao pesos a priori conhecidos.

O valor maximo da log-verossimilhanca ocorre para o modelo saturado
quando p =y, sendo expresso por

v Xi(1+logyi),

que ¢ finito para todo y; > 0.

Assim, a partir da definicao do desvio dada na Secao 2.5, obtemos a funcao
desvio para o modelo gama

D(y; i) =2 Z Niflog(fii/yi) + (yi — fia)/ fui}-
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Note que a estatistica é definida apenas se todas as observagoes forem estrita-
mente positivas.

De forma geral, se algumas das componentes de y assumem valor zero,
podemos substituir D(y; u) por

D¥(y; ) =2C(y) +2_ Nilog fii + 2> Awi/jui,

onde C(y) é uma fungao limitada arbitraria de y.

Entretanto, note-se que a estimativa de maxima verossimilhanca de v é
uma fungao de D(y; 1) e nao de DT (y;1). Assim, se alguma componente de
y é zero, entdo, ¥ = 0. A solucdo deste problema serd apresentada na Secao
2.11.5, onde serd mostrado um estimador alternativo para .

2.11.4 A funcao de ligagao

Supondo o modelo gama, a funcao de ligacao canonica que produz estatisticas
suficientes, que sao funcoes lineares dos dados, é expressa por

n=p

Contudo, para o referido modelo, a ligagdo canénica apresenta um grave prob-
lema: ela nao garante que p > 0, implicando em restricoes para as compo-
nentes do vetor de parametros [3.

Assim, uma funcdo de ligacdo comumente utilizada é
n = log u,

que garante p > 0, pois u = exp(X ). Outra fungao de ligacdo que pode ser
utilizada sob o modelo gama é a identidade n = u que, também, nao garante
w> 0.
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2.11.5 Estimacao do parametro de dispersao

A matriz de covariancia aproximada das estimativas dos parametros 3 é

Cov(B) ~ > (XTWX)!,

onde W = diag{(du;/dn;)?/V (u;)} é uma matriz diagonal n x n de pesos, X
¢ a matriz modelo n X p e o é o coeficiente de variagao.

Se o2 é conhecido, a matriz de covariancia de B pode ser calculada di-
retamente. Porém, na prética, o? precisa ser estimado a partir do modelo
ajustado.

Sob o modelo gama, a estimativa de maxima verossimilhanca de v = o2

¢é dada por

2n{log 7 — ()} = D(y; 1), (2.23)

onde ¢(v) =T"(v)/T(v) é a fungao digama.
Porém, se v é suficientemente grande, a expressao acima pode ser ex-
pandida ignorando-se termos de ordem menor ou igual a r~2, obtendo-se,

assim, uma expressao bem mais simples que pode ser usada como uma esti-
mativa de méxima verossimilhanca aproximada do parametro de dispersao:

D(6+ D)
6+2D ’

1N

(2.24)

onde D = D(y; f1)/n.

7

Contudo, o principal problema de (2.23) e (2.24) é o fato de estarem
baseadas na fungao desvio, pois D(y; ji) é igual a infinito quando alguma com-
ponente de y é zero. Além disso, se a suposicao de distribuicdo gama for falsa,
»~1/2 ngo é uma estimativa consistente para o coeficiente de variacao.

Por estas razoes, é aconselhdvel utilizar o estimador

5% = {Z(?/z —ﬂi)Z/ﬂi} /(n—p)=X?/(n—p),

i=1
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2 = p~1. Além disso, 62 apresenta um viés de ordem

que é consistente para o
O(n~!') se os dados sdo distribuidos como uma gama. O divisor n — p é

preferivel a n, mas nio é suficiente para reducao do viés de &2.

2.12 Modelo Normal Inverso

2.12.1 A funcao densidade

A fungao densidade da normal inversa (ou Gaussiana inversa) N~ (u, ¢) com
média p e parametro ¢, representando o inverso de uma medida de dispersao,
é dada por

1/2 _ 2
f(y;u,qﬁ)—(%f;g,) eXp{W}, y > 0.

As aplicagoes do modelo N~ (u, ¢) envolvem estudo do movimento Brow-
niano de particulas, andlise de regressao com dados consideravelmente as-
simétricos, testes de confiabilidade, andlise seqiiencial e andlogo da anélise
de variancia para classificacGes encaixadas. Outras aplicagoes incluem mode-
lagem de tempos, como: duragao de greves, tempo de primeira passagem nos
passeios aleatérios, tempos de sobrevivéncia, tempo gasto para injetar uma
substancia no sistema biolégico, etc.

2.12.2 Principais caracteristicas
As caracteristicas do modelo sao: fung¢ao geratriz de momentos dada por
M (t; p, §) = explop™ {1 = (1+24°t/9)"/?}].

Cumulantes para r > 2 obtidos de k, = 1 x 3 x5 ... (2r — 1)p> ¢! =", Coefi-
cientes de assimetria e curtose iguais a 3/u/¢ e (3+15u/¢), respectivamente,

149u2 1/2 3 . . . ~ .
e moda p ( 5 ) — (—“) . Além disso, existe uma relacdo importante

42 2¢

r+1
entre os momentos positivos e negativos dada por E(Y ") = %
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A distribuigao acumulada da N~ (u, ¢) pode ser obtida da N(0,1) por

P(Y <y) = ®(y1) +exp(2¢/1)®(y2),

onde y1 = (6/y)"/*(=1+y/u) e y2 = —(¢/y)/*(1 +y/p).

A distribuicao normal inversa, a gama, a log-normal e outras distribuicoes
assimétricas, tém distribui¢do assintética normal. Quando ¢/u — o0,
N~ (i, ¢) é assintoticamente N (u, u®/¢).

Existem muitas analogias entre os modelos normal e normal inverso. Por
exemplo, o dobro do termo do expoente com sinal negativo nas densidades
normal e normal inversa, tem distribui¢do x3. Um estudo completo do modelo
N~ (p, ¢) é apresentado por Folks e Chhikara (1978).

2.13 Exercicios

1. Se Y ~ P(u) demonstrar: (a) que o coeficiente de assimetria de Y?2/3

I enquanto os de Y e Y'/2 sio de ordem p~/2; (b) que

é de ordem p~
a log-verossimilhanca para uma uUnica observacao é aproximadamente
quadrétrica na escala p'/3; (c) a férmula do r-ésimo momento fatorial
EYY —1)---(Y —r +1)] = u"; (d) que 2/Y é aproximadamente

N(0,1).

2. Sejam y; ~ B(n;,pi) e x; ~ B(m;,q;),i = 1,2. Mostre que a distribuigao
condicional de y; dado y; + y2 = my coincide com a distribuicao condi-
cional de x1 dado x1 + 292 = n;.

3. (a) Definir o algoritmo (2.10), calculando W,z e y*, para os seguintes
modelos com ligacio poténcian = p*, A conhecido: (i) normal; (ii) gama;
(iii) normal inverso e (iv) Poisson;

(b) Definir o algoritmo (2.10), calculando W, z e y*, para o modelo bi-
nomial com ligacdo n = log{[(1 — x)™* — 1]A7'}, X conhecido.

4. (a) Considere a estrutura linear 7y = fxy, { = 1...n, com um unico
parametro 3 desconhecido e ligacao 7 = (u* — 1)A™!, A conhecido. Cal-
cular a EMV de 8 para os modelos normal, Poisson, gama, normal in-
verso e binomial negativo. Fazer o mesmo para o modelo binomial com
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ligacao dada no exercicio 3(b). Obter ainda as estimativas no caso de
Tl = T2 =+ = Tp;

(b) Para os modelos citados acima, calcular as estimativas de MV de «
e (8, considerando a estrutura linear 7y = a+ 3 xy, £ = 1...n. Obter
ainda a estrutura de covariancia aproximada dessas estimativas.

. Para as distribui¢oes na familia exponencial (2.1) mostre que k3 = KoKk

e Ky = /{2/@% onde as derivadas sao definidas em relacao a p.

. Suponha que Y ~ B(m,u) e que m é grande. Mostre que a variavel

aleatéria Z = arcsen{(Y/m)'/?} tem, aproximadamente, os seguintes
momentos:

1-2u

E(Z)=arcsen(u'/?) — m

;. Var(Z)=(4m)~".

. Sejam as fungoes de probabilidade:

y!

B) = () w0 mm ) -

Seja m = pu/m. Mostre que, para p fixo, quando m — y — oo, temos:

()

. Mostre que a distribuicao gama tem fungao geratriz de cumulantes

K(t) = —vlog (1 _ ’f) .

Assim, para v grande, v/ 2(Y —p)/p tem, aproximadamente, distribuicao
N(0,1).

. Demonstre que a EMV do indice v da distribuicao gama é dada, aprox-

imadamente, por B
642D

D(6+ D)’

onde D = D(y; 1)/n é o desvio médio.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Demonstrar que a ligagio n = [b” (6)%/3df normaliza a distribuico de
(G, tornando o seu coeficiente de assimetria, aproximadamente, zero.

Se Y ~ B(m,pu), demonstrar que a média e a variancia de log[(Y +
1/2)/(m—Y +1/2)] sao log(ﬁ)+0(m_2) e B{(Y+1/2) ' +(m-Y +
1/2)71}+0(m™?).

Caracterizar as distribui¢oes log normal e log gama no contexto dos
MLGs, definindo o algoritmo de ajustamento desses modelos com a
ligacdo n = p*, A conhecido.

Calcular a forma da matriz de informacao para o modelo log-linear as-
sociado a uma tabela de contingéncia com dois fatores sem interagao,
sendo uma observacao por cela. Fazer o mesmo para o modelo de Pois-
son com ligagao raiz quadrada. Qual a grande vantagem deste ultimo
modelo?

Sejam Y] e Y5 binomiais de pardmetros p1 e ps em dois grupos de taman-
hos m1 e mo, respectivamente. O numero de sucessos Y] no primeiro
grupo dado que o total de sucessos nos dois grupos é r, tem distribuicao
hipergeométrica generalizada de parametros pi, o, mi, me,r. Demon-
strar que esta distribui¢do é um membro da familia (2.1) com parametro

0 = log{ui(1 — p2)/p2(l — p1)}, ¢ = 1 e p = Di(0)/Do(6), onde
Di(0) = >, <ml e

x r—
pressao do r-ésimo cumulante desta distribuicao.

exp(fx) para i = 0,1. Calcular a ex-

Se Y ~ P(u) demonstrar: (a) que o coeficiente de assimetria de Y2/3 ¢ de
ordem p~' enquanto aqueles de Y e Y1/2 s30 de ordem ,u_1/2; (b) que
a log-verossimilhanca para uma unica observacao é aproximadamente
quadrética na escala p'/3; (¢) a férmula do r-ésimo momento fatorial
EYY —1)--- (Y —=r+1)] = u"; (d) a férmula de recorréncia entre
os momentos centrais ji1 = 7 pr—1 + o Opr/Op; (€) que 2¢/Y tem,
aproximadamente, distribui¢ao N(0,1).

Se Y ~ G(u,¢), demonstrar que: (a) quando ¢ > 1 a densidade
é zero na origem e tem uma unica moda no ponto pu — u/¢; (b) a
log-verossimilhanca para uma tunica observacdao é, aproximadamente,
quadrética na escala p~'/3; (c) a varidvel transformada 3[(Y/u)/? — 1]
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
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é, aproximadamente, normal.

Sejam Yy ~ P(ug), £ = 1...n, observagoes supostas independentes.
Define-se f(-) como uma funcio diferenciavel tal que [f(u + z p'/?) —
FG)]/p?f'(n) = = + O(u~'/?), para todo z com p — co. Demon-
strar que a varidvel aleatéria [f(Yy) — f(,ug)]/,u;mf’(,ug) converge em
distribuicao para a N(0,1) quando py — oo. Provar ainda que a parte
da log-verossimilhanca que sé depende dos js tende assintoticamente
para —3 7 {f(Ye) — f(pe)}?/Yef'(Ye)? quando pg — 00, £=1...n.
Se Y ~ B(m,u), demonstrar que os momentos da estatistica Z =
{2V log(V/p)+2(m—Y) logl(m—Y)/(m— )| }/2+ {(1=2p)/[mps(1—
1)]}1/2/6 diferem dos correspondentes da N(0,1) com erro O(m™1).

A probabilidade de sucesso p de uma distribui¢ao binomial B(m, i) de-
pende de uma varidvel x de acordo com a relacao u = F(a + (z), onde
F(-) é uma fungao de distribuigdo acumulada especificada. Admite-
se que para os valores xzi...x, de x, mi...m, ensaios independentes
foram realizados, sendo obtidas proporgoes de sucessos ¥ . . . Yn, respec-
tivamente. Comparar as estimativas & e @ para as escolhas de F(-):
“probit”, logistica, arcsen V€ complemento log — log.

Sejam ¥ ...y, observacoes independentes e de mesma distribuicao
G(p,¢). Demonstrar que: (a) a estimativa de MV de ¢ satisfaz
log ¢—1)(¢) = log(7/7), onde 7 e §j sdo as médias aritmética e geométrica
dos dados, respectivamente, e 9(-) é a funcao digama; (b) uma solugao
aproximada para esta estimativa é dada por ¢ = y/2(y — 9); (c) a
variancia assintética de ¢ iguala ¢[¢ (¢) — 1]~ /n.

Demonstrar que para os modelos normal e normal inverso supondo p; =
-+« = Ly, isto é, observagoes independentes e identicamente distribuidas,
o desvio S; tem distribuicdo x2_;, supondo o modelo verdadeiro.

Demonstrar que para o modelo gama simples, em que todas as médias
sao iguais, o desvio reduz-se & estatistica cldssica S1 = 2n¢log(y/9),
onde ¥y e y sao, as médias aritmética e geométrica dos dados yi ... yn,
respectivamente.



Capitulo 3

Analise de Residuos e
Diagnéstico em Modelos
Lineares Generalizados

3.1 Residuos

Na modelagem estatistica, a andlise dos residuos sempre se constitui numa
das etapas mais importantes do processo de escolha do modelo estatistico.
No contexto dos MLGs, os residuos sao usados para explorar a adequacao do
modelo ajustado com respeito a escolha da funcao de variancia, da funcao de
ligacao e dos termos do preditor linear. Além disso, os residuos sdao também
Uteis para indicar a presenca de pontos aberrantes, que poderao ser influentes
ou nao. Os residuos medem discrepancias entre os valores observados y.s e os
seus valores ajustados fi;s.

3.1.1 Residuo de Pearson

O residuo de Pearson é definido por

A~

Yi — i

rp, = 7@

77
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O residuo de Pearson recebe esse nome pois, para o modelo de Poisson,
coincide com a raiz quadrada de uma componente da estatistica de bondade
de ajuste de Pearson X2 =Y r%i (vide Segao 2.7.2).

A desvantagem deste residuo é que sua distribuicao apresenta-se, geral-
mente, bastante assimétrica para modelos nao-normais.

3.1.2 Residuo de Anscombe

Anscombe propoés, em 1953, uma definigdo para os residuos usando uma fungao
A(y) ao invés de y, tal que A(-) é uma funcdo escolhida visando tornar a
distribuigao de A(Y) préxima a normal reduzida. Barndorff-Nielsen (1978)
mostrou, em relagao a familia exponencial (2.1), que a fungao A(-) é dada por

d
A) = / S /;f(u).

Logo, o residuo de Anscombe visando a normalizacdo e estabilizagdo da
variancia é expresso por
_ Alyi) — Al)
TAT N o
A(f1i)\/V (i)
Assim, para o modelo de Poisson, por exemplo, ry4, é facilmente obtido e
tem a seguinte forma
3/, 2/3 ~2/3
5(%’/ - Mi/ )

Py =t -
i 1/6
My

Para o modelo gama, o residuo de Anscombe é dado por

/3 ~1/3
r _3(%‘/ _Ni/)
A = 1/3 :
i
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3.1.3 Desvio residual

Se o desvio D é usado como uma medida de discrepancia de um MLG, entao,
cada unidade de D contribui com uma quantidade

d; = 2vi{yi(0; — 0;) — b(0;) + b(0)},

tal que ) i, d; = D. Com isso, surge uma nova definicao de residuo, a partir
das componentes d; que formam o desvio, conhecida como desvio residual.

Pregibon (1981) define o desvio residual como
rp, = sinal(y; — fu;)\/d;,

pois, segundo ele, se existe uma transformacao que normalize a distribuicao
do residuo, entao as raizes quadradas das componentes do desvio sao residuos
que exibem as mesmas propriedades induzidas por esta transformacdo. Assim,
os residuos rp, podem ser tratados como varidveis aleatérias tendo aproxi-
madamente distribuicdo normal reduzida e, conseqiientemente, 7%1' = d; tem,
aproximadamente, distribuigao 3.

Assim, por exemplo, para o modelo de Poisson, temos

rp; = sinal(y; — ;) {2[yi log(yi /i) — i + i)}/

Além disso, é importante enfatizar que diversas anomalias prejudiciais
ao modelo sao verificadas através de andlises graficas utilizando o residuo de
Anscombe e o desvio residual, dentre as quais podemos citar: falsa distribuicao
populacional atribuida a varidavel dependente Y, verificacdo das funcgoes de
variancia e de ligacao, entre outras.

3.1.4 Comparacao entre os residuos
Para o modelo normal nenhuma distingao é observada entre os trés tipos de

residuos. Entretanto, o residuo de Anscombe e o desvio residual apresen-
tam formas funcionais muito diferentes para modelos nao-normais, mas seus
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valores sao bastante proximos para modelos bem ajustados. O residuo de
Pearson difere em forma e valor destes dois ultimos. Podemos verificar isso,
considerando novamente o modelo de Poisson e fazendo y = ¢y (¢ uma con-
stante). Temos, a seguir, as formas funcionais para os trés tipos de residuos:

. 3.
rp= AP -1), = SalAER - )

rp = sign(c — 1)a'?[2(clog e — ¢ + 1)]Y/2.

Na Tabela 3.1 fazemos uma comparagao entre os trés residuos citados
acima para diversos valores de c.

Tabela 3.1: Comparacao entre os residuos para o modelo de Poisson

TA D Tp

¢ %(02/3 —1) sinal(c—1)[2(cloge —c+1)]Y2  (c—1)
0.0 -1.5 -1.414 -1.0
0.2 -0.987 -0.956 -0.8
0.4 -0.686 -0.683 -0.6
0.6 -0.433 -0.432 -0.2
1.0 0.0 0.0 0.0
1.5 0.466 0.465 0.5
2.0 0.881 0.879 1.0
2.5 1.263 1.258 1.5
3.0 1.620 1.610 2.0
4.0 2.280 2.256 3.0
5.0 2.886 2.845 4.0

10.0 5.462 5.296 9.0
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Nota-se que a diferenca mdxima entre r4 e rp ficou em apenas 6%, reg-
istrada em ¢ = 0. O residuo de Pearson apresentou uma diferenga consideravel,
para a grande maioria dos valores de ¢, em relagao aos residuos 74 e rp. Deve-
se ressaltar, porém, que para modelos mal ajustados e/ou para observagoes
aberrantes, podem ocorrer diferencas consideraveis entre estes residuos. Os
valores de 74 e rp sao, também, bastante proximos para os modelos gama e
normal inverso.

Para o modelo binomial, fazemos y = ¢ m 7, onde m representa o nimero
de ensaios de Bernoulli, 7 a probabilidade de sucesso e ¢ encontra-se no inter-
valo unitario devido as restri¢oes (i) log ¢ > 0 e (ii) log(l — e¢m) > 0, prove-
nientes da expressao para o desvio residual. Podemos observar na Figura 3.1
que o desvio residual apresenta-se menor que o residuo de Pearson, indepen-
dente do valor de w. Quando o valor de ¢ se aproxima de 1, a diferenca entre
os residuos diminui. Além disso, tanto para o desvio residual quanto para o
residuo de Pearson, a medida que 7 cresce o residuo também aumenta (vide
Figura 3.2).

Figura 3.1: Desvio Residual

Desvio Residual

===0.1 — =0.2
— =-0.5 —0.7

Os resultados das Figuras 3.1 e 3.2 foram obtidos considerando m = 5.
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Entretanto, também foi analisado o comportamento quando m = 7 e 10. Para
estes valores nao houve mudancas nas conclusoes e nos resultados apresentados
anteriormente.

Pierce e Schafer (1986) examinam de forma mais extensiva as defini¢oes
de residuos em modelos da familia exponencial.

Figura 3.2: Comparacao Entre Residuos de Pearson e Desvio Residual

(o]

Residuo

0.2 (Pearson) 0.2 (Desvio Residual)

——=—0.7 (Pearson) = (0.7 (Desvio Residual)

3.2 Analise Residual e Medidas de Influéncia

Na escolha de um modelo estatistico a analise residual desempenha um papel
muito importante. No contexto dos MLGs, os residuos sdao amplamente uti-
lizados para:

e verificar a adequacao do ajustamento do modelo aos dados;

e identificar outliers e pontos influentes;

e verificar se um nova covariavel pode ser introduzida no modelo;

e verificar as fungoes de ligacao e de variancia;

e avaliar a distribuicao do erro aleatdrio.
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Neste capitulo serao apresentados métodos e procedimentos relativos aos
itens descritos aqui.

3.2.1 O residuo de Cox-Snell e o desvio residual

Segundo um modelo estatistico arbitrario, Cox e Snell (1968) expressam um
vetor aleatério n-dimensional Y em termos de um vetor S€ RP de parametros
desconhecidos e de um vetor € de varidveis aleatérias i.i.d. nao-observadas.

Supondo que cada observacao y; da componente aleatoria Y; do vetor Y

depende apenas de um erro aleatorio €;, podemos escrever de uma forma geral

vi = gi(05,¢€:), i=1,...,n.

Seja @ a EMV de 8. Suponha que a equagao
yi:gi(@:”i% izla"'7n7

tem como Unica solucao

U’L:hl(y’uﬁ)a Zzl’an

Entao, v; é definido como residuo generalizado. No caso de varidveis aleatorias
continuas, uma definicdo conveniente para v; pode ser obtida por:

v; = O Y(F(y;; B)), i=1,...,n, (3.1)

onde F(-) é a fungao de distribuigao da varidvel aleatéria Y.

A equacdo (3.1) é conhecida como residuo de Coz-Snell e ®~1(-) é a inversa
da funcao de distribuicdo acumulada da normal padrao.

A definicdo de desvio residual, proposta primeiramente por Pregibon
(1981) no contexto dos MLGs, é desenvolvida de forma diferente do residuo
de Cox-Snell e pode ser aplicada a qualquer modelo estatistico.

Segundo Pregibon, seja Y o vetor aleatdrio n-dimensional definido anteri-
ormente e #€ R™ um vetor de paradmetros desconhecidos. Entado, podemos
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expressar a observacdo y; em termos dos parametros (,’s que pertencem
a um subconjunto ©; do espago paramétrico ©, isto é, 6; = 6;(3), onde
dim(B) =p < n.

Para testar a hipdtese Hy : 8 € ©1 versus a alternativa Hy : 0 € ©, onde
©1 C 0, pode-se usar a razao de verossimilhancas

D =2 |supl(6;y) — sup I(6;y)
0cO €O

onde [(6;y) é a log-verossimilhanga dos parametros em 6 supondo os dados y.
Assim, temos uma medida de discrepancia entre o modelo saturado (quando
6 € ©) e o modelo restrito (quando 6 € O1).

Suponha que os Y;’s sdo independentes, que 6 é a EMV de 6 segundo o
modelo saturado, e que § = 6(f) é a EMV de 6 segundo o modelo restrito.
Entao, podemos escrever,

—QZ (05595) — 1i(05; 9)), (3.2)

onde a quantidade (3.2) é o desvio do modelo. No caso do MLG, o desvio estd
definido na Secao 2.7.1.

Finalmente, Pregibon (1981) definiu o desvio residual como

rp (i, i) = sinal(6; \/2 (033 95) — 1053 2), (3.3)

e demonstrou que, se existe uma transformagao que normalize a distribuigao
dos residuos, entao as raizes quadradas das componentes do desvio sao residuos
que exibem as mesmas propriedades induzidas por esta transformacao.

Deve-se ressaltar que o desvio residual vale em qualquer modelo estatistico
e nao apenas no contexto dos MLGs. A expressao (3.3) mede a discrepancia
entre o modelo saturado e o modelo restrito com relagao a observacao y;.
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3.2.2 Situacgoes assintoticas

E importante salientar a diferenca entre dois tipos de convergéncia assintotica:
(i) quando o nimero de observagoes torna-se grande, indicada por “n — o0”;
(ii) quando cada componente Y; torna-se aproximadamente normal, esta
ultima indicada por “m — o0”, onde m pode representar, por exemplo, a
média da Poisson, o parametro de forma da gama, os graus de liberdade da
distribui¢ao t de Student, etc. Em todos estes casos, quando m — oo, a
distribuicao de Y pode ser considerada aproximadamente normal.

Em nosso contexto, a principal consequéncia quando n — oo é que a EMV
0 converge para 6 independentemente de m. Por outro lado, quando m — oo,
a distribuicao da varidvel aleatéria Y converge para a distribuicdo normal e,

assim, rp(y;,0;) converge para rp(y;, 0;), que equivale a expressao (3.3) com
0; no lugar de 6;, independente do valor de n.

3.2.3 Correcao de viés para o desvio residual

Quando m — o0, o desvio definido em (3.2) é assintoticamente distribuido
como x? com n — p graus de liberdade (p corresponde a dimensdo do espaco
paramétrico ©; sob a hipétese nula). Barndorff-Nielsen (1986) e McCullagh
(1984) mostram que o desvio residual pode ser re-centrado e re-escalonado

de tal forma que sua distribuicdo assintdtica seja normal padrao até ordem
0,(m™3/2).

Quando a distribui¢ao de Y pertence a familia exponencial (2.1), temos a
funcdo geratriz de momentos de Y dada por

b(t a(p) +6) —b(6)
a(9) ] } | (34)

My (16, 6) = exp {[

Por conseguinte, a funcdo geratriz de cumulantes de Y é

bt a(¢) +6) — b(0)
a(¢9) '

log My (£;0, ¢) =
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Logo, a formula geral do cumulante de ordem r de Y é

b (6)
a(g)t="

Kp = (3.6)

A equagao (3.6) é obtida derivando-se (3.5) r vezes em relacao a ¢ e calculando
a equagao resultante no ponto t = 0.

Com isso, o termo p3(#) que representa o terceiro cumulante padronizado

de Y é dado por
Y —ul?
0)=E —_—

ou seja,

p3(0) = —75-
kg

Em particular, McCullagh e Nelder (1983) sugerem adicionar o termo
p3(0)/6 na expressao do desvio residual com objetivo de remover o viés de or-
dem O(m~1/?) da média assintética de rp. Assim, o termo p3(6)/6 é conhecido
como correcdo do viés do desvio residual.

Finalmente, temos a expressao
rap(y,0) =rp(y,0) + p3(6)/6 (3.7)

representando o desvio residual ajustado, que tem distribuicao aproximada-
mente normal até ordem Oy, (m™1).

Temos, na Tabela 3.2, os valores da corre¢ao de viés para algumas dis-
tribuigoes de interesse.

Tabela 3.2: Correcao de Viés
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Distribuicao p3(0)/6
Gama (m, \) 1/(3y/m)
t de Student (m) 0
Logistica (u, o) 0
Laplace (1) 0
(1—2p)

Binomial (m,p) 67(1)
mp(l—p

Poisson (m) 1/(6y/m)

Note que p3(f) = 0 para as distribuicoes t de Student, logistica e Laplace
por causa da simetria de suas respectivas fungoes densidades. Para maiores de-
talhes sobre a normalidade assintética do desvio residual, vide Pierce e Schafer
(1986).

3.3 Verificacao da Distribuicao dos Residuos

3.3.1 Teste de normalidade

Como foi previamente apresentado, no caso de varidveis aleatorias continuas,
podemos construir os residuos de Cox e Snell a partir de uma transformacao na
distribuicao de probabilidade Fy (y;6) de Y. Seja uma varidvel aleatéria com
parametros conhecidos, U = Fy (Y; #), uniformemente distribuida no intervalo
unitario. Se ®(-) denota a fungao de distribuicdo de uma varidvel aleatéria
normal padrao, entao

V=0 (Fy(Y;0)) =& (V)

tem distribuicdo normal padrdo. Assim, assumindo 6 conhecido, temos o
residuo de Cox e Snell dado por v; = ®~1(Fy (y;;0)) e o desvio residual por
rp(yi; ). Note-se que, na pratica, o parametro verdadeiro ndao é conhecido,
devendo ser substituido pela sua EMV.
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No trabalho de Green (1984), Davison sugere que se F'~1(-;6) é conhecida,
entao a varidvel aleatéria

G(V) =rp(F~H(2(V);0),0) (3-8)

e V podem ser comparadas.

Por exemplo, no caso em que Y ~ N (0, 1), temos Fy (y;0) = ®(y) ev = y.
Conseqiientemente, G(v) = v, ou seja, os residuos de Cox e Snell e o desvio
residual coincidem neste caso particular. Entretanto, quando Y segue uma
distribuicao gama ou Weibull, por exemplo, os residuos de Cox e Snell e o
desvio residual nao coincidem. Gigli (1987, Cap. 2) mostra tais resultados
para outras distribuicoes de interesse, além destas citadas anteriormente.

Com isso, no caso onde G(v) = v, um grafico de G(v) x v (conhecido por
G(v) plot) produziria uma reta de gradiente 1 passando pela origem. Isso
poderia ser interpretado como um grafico de normalidade para o desvio resid-
ual onde, no eixo das abscissas estao os quantis da normal padrao, enquanto
que no eixo das ordenadas temos o desvio residual ordenado.

No caso geral, quando Y tem uma distribuigao F' = Fy(y;;6) qualquer,
ainda sabemos que V' é normalmente distribuido e o grafico de G(v) versus
v pode continuar sendo interpretado como um grafico dos desvios residuais
versus as estatisticas de ordem da distribuicdo normal. Assim, caso os pontos
estejam em torno de uma reta de gradiente 1 passando pela origem, podemos
considerar o desvio residual para a distribuicdo F' como sendo aproximada-
mente normal.

A partir de (3.3), temos

G(v) = sinal(f — é)\/2[l(§; F=1(®(v);0)) — 1(6; F~1(®(v); 0))]. (3.9)

Gigli (1987, Cap.2) apresenta G(v) em termos da expressao (3.9) para diversas
distribuigoes. Temos, por exemplo, quando Y ~ Gama(m, \)

G(v) = sinal (% —m) \/2 (mlogm—mlog%+ % —m).
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Se Fy (y; 0) esta bem definida e é facilmente inversivel, entdo G(v) é apenas
uma funcao de v. De outro modo seria necessario utilizarmos uma aproximacgao
numérica para encontrar F~1(-;0) e, assim, inseri-la em G(v).

Gigli (1987) também apresenta uma expressdo aproximada para G(v)
através da expansao de G(v) em série de Taylor em torno de v = 0. Esta
aproximacao deve ser utilizada quando F'~! nio apresentar uma forma fechada.

Quando
Vo = 0

temos

1 _
uy = ®(vg) = 3¢ W= F~Yuo) = Ym,

onde y,, é a mediana da distribuicdo. Se fy(y;0) é a funcao densidade
da varidvel aleatéria Y e 17, (y,0), 7 (y,0), r/j(y,0) sdo, respectivamente, a
primeira, a segunda e a terceira derivadas de rp(y, ) em relagdo a y, temos

que:

G(0) = rp(ym,0)

/ _ L"”b(ymﬁ)
GO = Flmi0)
1" o 1 1 " f/(ym§‘9) /
¢ = \/ﬂ{[f(ym;H)P b (bm, 6) - [f(ym; 0)]3 rD(ym’e)}
" - —1 3 [f/(ym50)]2
GO = omf) {mmm;e) T Vo Flumi 0)F
_ 1 f//(ym;‘g) . 3 f/(ym;e) ! (y 9)
(var)® Flum: O [ (yvar)® Flums O 2
— S
(Var): T lum OF
G(o) = G(0) + GO0 + 3G (O + G (000 +0p(0").  (3.10)

Assim, como foi dito anteriormente, caso o grafico de G(v) versus v seja
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aproximadamente linear, temos a confirmagao do quao préximo o desvio resid-
ual esta do residuo de Cox e Snell.

Gigli (1987, Cap. 2) utiliza o grafico G(v) x v para testar a normalidade
em diversas distribuicoes discretas e continuas, tais como: gama, Weibull,
logistica, Laplace, Poisson, binomial, geométrica, etc.

3.3.2 Erro de classificacao na distribuicao dos dados

Nesta secao trataremos da situacao em que os dados pertencem a uma certa
distribuicao (verdadeira), porém o investigador ajusta um modelo supondo
uma distribuicao falsa. Iremos nos restringir apenas ao caso em que o
parametro de interesse é escalar, pois o caso vetorial é bastante complicado.

Suponha que Y é um vetor de varidveis aleatérias independentes per-
tencente a uma distribuigdo (verdadeira) H(-;«). Contudo, assumimos que
Y ~ F(+;8). Seja lp(B;y;) a log-verossimilhanga associada com a distribuigao
F e lg(a;y;) a log-verossimilhanga associada com a distribuigao H. Assim,
podemos definir

lr(B;y) = ZZF(ﬂ; yi(a)),
=1

onde cada y; depende de «, pois a distribuigao verdadeira de Y é H(-; o).

Note-se que a solugao da equagao

Olp(B;y) -0 (3.11)

op

determina B, a EMV irrestrita de 3, que é funcao de a pois a distribuicao
verdadeira de Y é H(-; ).

Na equagao

ot
op
temos [, como funcdo de . A esperanca em (3.12) é calculada supondo a
distribuigao verdadeira H (-; ) para Y.

E, [ |5a] =0 (3.12)
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De acordo com a notacao utilizada anteriormente, considere o seguinte
exemplo: seja a varidvel aleatéria Y com distribuigao de Poisson F(3) = P(3)
com média E(Y) = f3, a falsa distribuigdo assumida pelo investigador. En-
quanto isso, supoe-se que H(«) = G(«), distribuicao geométrica com média

E(Y) = 1%, a distribuicdo verdadeira dos dados. Temos que
Olr(Biy) _ 4 s
op g

A EMYV irrestrita de 3 é B =y, independente de «.
Pela equacao (3.12)

E, [‘% ] — B, [—1 n Z] = fa = Ea(y).

%m
Como E,(y) = 1%, pois a esperanca é calculada supondo a distribuicao
verdadeira H(-; «), entao
ﬁ _ (6
C1—a’

A partir da expressao (3.8) e das solugoes encontradas nas equagoes (3.11)
e (3.12), Gigli (1987) propoe um procedimento grafico para detectar erros de
classificacao na distribuicao dos dados.

Seja
G(v) = rp(y, 8) = rp(F~ 1 (2(v); B), B),
onde F' é a funcao de distribuicao de Y, assumida pelo investigador, que de-
pende apenas de (3. Define-se uma nova funcao

GH(U) = TD(yS ﬁcx) = TD(H_l((I)(U);O‘>7 Ba)' (3'13)

Utiliza-se o seguinte procedimento para o calculo de Gy (v):

e fixa-se o valor do parametro a e calcula-se y, isto é, y = H~1(®(v); a);

e encontra-se 3, a EMV irrestrita de 3 sob a distribuicao F, resolvendo (3.11);
e encontra-se (3, resolvendo (3.12);

e calcula-se rp(y, B) a partir da definigdo do desvio residual da distribui¢ao
de F.
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Finalmente, compara-se o gréfico G(v) versus v, definido na Segao 3.3.1,
com o grafico Gy (v) versus v. Caso seja visualizada alguma diferenga entre
os dois gréficos, podemos concluir que a distribuicao F, assumida pelo inves-
tigador, tem uma maior chance de nao ser a distribuigao verdadeira de Y.

3.4 Verificando a Inclusao de uma Nova Covariavel

Seja y = (y1,..., Yn)? um vetor n x 1 de respostas com distribuicdo perten-
cente & familia exponencial (2.1) e X = (z1,..., =) a matriz modelo n x p
correspondendo a p varidveis explicativas. Seja, ainda, n; = g(u;) = 278 o

preditor linear, onde g(-) é a funcio de ligacdo, 8 = (31,..., B,)T um vetor
T

p x 1 de parametros desconhecidos e x; a i-ésima linha de X. Temos, assim,

um certo MLG de interesse.

Wang (1985) sugere um procedimento para testar se uma nova covaridvel
z=(z1,..., zn)" pode ser incorporada ao modelo em investigacdo. Para isso,
basta verificar se o preditor linear

n=Xpg
pode assumir a seguinte forma
n=Xp+vz,

onde v é um escalar.

Note que a EMV ﬁ de (8 equivale a considerar a hipétese de que v = 0.
Sejam as definicoes usuais

Var(Y;) = a(9)Vi,

N2
W = diag{Vil (8;@) },
on;

H = WYX XTwx)"'xTw'/? ¢

r = rp o vetor dos residuos de Pearson generalizados, dados na Secao 3.1.1,
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cujo i-ésimo elemento corresponde a (y‘;:/‘;i). Considerando todos os termos
[

citados acima calculados em (3, Wang (1985) sugere o seguinte método para
verificar se a varidvel z deve ser adicionada ao modelo: construir um grafico
de rp versus (I — H )Wl/ 2z, onde W e H estao avaliados em B, e verificar se o
mesmo é aproximadamente linear. Se for linear, a varidvel z serd incorporada
a matriz modelo.

De acordo com Wang (1985), este procedimento é equivalente a usar a

estatistica escore

(rpz)?

TWY(T — HYWL/22

para testar a hipdtese de que v = 0. Esta estatistica deve ser comparada ao
valor critico da distribuigao x?.

3.5 Verificando a Nao-Linearidade em
um Sub-Conjunto de Variaveis Explicativas

Considere, sem perda de generalidade, que as dltimas p — g (p > ¢) varidveis
da matriz modelo X sao nao-lineares, de tal forma que podemos particionar X
como X = (X3, Xy), onde X3 é formada pelas referidas varidveis com suspeita
de nao-linearidade. Por simplicidade, considera-se as transformagoes possiveis
a Xo dentro da familia de transformagoes propostas por Box e Cox (1964) e
expressas por

(X2 —1)/A, se A#0
xP = (3.14)
log(Xs), se A=0.

Para verificar a nao-linearidade nas varidveis contidas em X, segundo
Wang (1987), deve-se testar a hipétese Hy : A = 1 no MLG com preditor

linear n= Xl(ﬁlv s 7/8q)T + Xé)\) (ﬁqub ey BP)T'

Utilizando uma expansao linear em série de Taylor de 7, podemos aprox-
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)

imar X,"’ localmente por

XM+ (=1,

N ox
onde UWN = 8)\ .

Consequentemente, n; pode ser aproximado por

] B+ vz, (3.15)

onde
z = (Zl,. . '7Zn)T - U(l)(ﬁq-l-l? .. '7ﬁp)T

y=(A-1).

Note que, sob a hipétese nula Hy, a EMV 3 de 3, em (3.15), é obtida pelo
método de Newton-Raphson citado na Secao 2.4. Entao, podemos calcular z a
partir de B A covaridvel adicional z deve ser tratada como uma “constructed
variable” (varidvel construida) para Xo.

Wang (1987) propoe a construgao de um grafico de rp versus (I —
)W1/2z onde rp, H e W estdo dados na Secio 3.4. Este tipo de graﬁco
é conhecido como “constructed variable plot” e (I — )W1/2z sao os “con-

structed residuals” (residuos construidos) para Xo.

A presenca de uma tendéncia linear neste gréfico indica que v # 0, ou seja,
A # 1. A auséncia de uma tendéncia linear neste grafico (A = 1) indica que as
varidveis contidas em X3 sao lineares para o MLG. Segundo Wang (1987), a
estimativa )\ de A, dada por 1 + 4, pode ser obtida através de uma regressao
linear de r sobre (I — H)W'/2z e deve ser utilizada em (3.14) com o objetivo
de linearizar Xs.

A estatistica escore
T \2
(rp2)

ZTWY2(T — HYW/22

citada na Secao 3.4, também pode ser empregada para testar a hipotese
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Hy : v = 0. Através dela podemos interpretar o grau de importancia que
a trasformagao de Box e Cox exerce para linearizar Xs.

3.6 Verificando a Funcao de Ligacao e de Variancia

Em relacao a funcao de liga¢do, um procedimento informal consiste na con-
strugdo de um grafico entre a varidvel dependente ajustada y* e 7. Se o
grafico for aproximadamente linear, a fungao de ligacao estard correta. Deve-
se ressaltar que para dados bindrios este grafico é nao-informativo, sendo
necesséario o uso de métodos formais.

Dentre os procedimentos formais, o método proposto por Hinkley (1985)
é bastante utilizado na pratica. Consiste em adicionar 72 como uma nova
covariavel na matriz modelo. Se isto causar uma reducao significativa no
desvio, a funcao de ligacdo nao é adequada. Para verificar se a reducgao é
estatisticamente significante, pode-se utilizar o teste proposto na Segao 2.7.3.

Uma estratégia informal para verificar a adequacao da funcao de variancia
seria construir um grafico dos residuos absolutos versus os valores ajusta-
dos. Caso os pontos estejam dispersos sem uma tendéncia (local ou global)
definida, podemos considerar a funcao de variancia adequada. Entretanto,
uma tendéncia positiva indica que a variancia estd crescendo de acordo com
a média. Com isso, a escolha inicial de V' (u) o< p pode ser substituida por
V(p) o< p?. Entretanto, uma tendéncia negativa indica o efeito inverso.

3.7 Correcao de Continuidade Residual no Modelo
Logistico

Nos ultimos anos, inimeros trabalhos tém sido publicados abordando o com-
portamento residual em regressao logistica, dentre os quais podemos destacar:
Cox e Snell (1968), Pregibon (1981), Landwehr, Pregibon e Shoemaker (1984),
Jennings (1986), Copas (1988) e McCullagh e Nelder (1989).

Em particular, Pierce e Schafer (1986) sugerem uma corregao de con-
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tinuidade para os residuos argumentando que R, (y; £ 1/2,p;) apresenta mel-
hor normalidade que R.(y;,pi), onde x € {residuos de Pearson, Anscombe,
desvio residual e desvio residual ajustado} (vide Secoes 1.6 e 3.1.3). Além
disso, segundo eles, quando a estimativa p; encontra-se préxima do parametro
p; (desconhecido na prética), este mesmo comportamento é esperado pelos
residuos calculados a partir de p;.

Entretanto, Duffy (1990) apresenta evidéncia contra o uso da corregao
de continuidade nos residuos em regressao logistica. Através de uma anélise
grafica informal, a autora conclui que a correcao de continuidade age de forma
a prejudicar a normalidade dos residuos no modelo logistico. Duffy também
testa a habilidade dos residuos em detectar observagoes contaminadas ou out-
liers. Novamente, o uso da correcao de continuidade prejudica a identificagao
de tais observagoes a partir dos residuos.

Para uma analise mais detalhada sobre os problemas da correcao de con-
tinuidade em modelos de regressao logistica, vide Duffy (1990).
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3.8 Detectando Pontos de Influéncia

3.8.1 Medidas de alavancagem

A idéia bésica sobre os pontos de influéncia e de alavancagem consiste em
verificar a dependéncia do modelo estatistico sobre as varias observacoes que
foram coletadas e ajustadas. Tais pontos exercem um papel importante no
ajuste final dos parametros de um modelo estatistico, ou seja, sua exclusao
pode implicar mudancas substanciais dentro de uma anélise estatistica.

No modelo linear de regressao uma medida de alavancagem é dada pelos
elementos da diagonal da matriz

H=XXTXx)"'xT,

conhecida como matriz de projecao ou matriz hat.

No contexto dos MLGs, as observagoes conhecidas como pontos de ala-
vancagem podem ser detectadas pelos elementos h;; da matriz hat general-
izada, definida por

H=w"x(xTwx)"'xTw!/? (3.16)

onde W é o valor de W em [3

Espera-se que as observagoes distantes do espago formado pelas varidveis
explicativas apresentem valores apreciaveis de h;;. Como H é matriz de
projegao, 0 < h;; < 1, vide Segao 1.9.1 para uma demostragao similar. Além
disso, tr(H) = posto(H) = p.

Hoalgin e Welsh (1978) sugerem usar h > 2p/n para indicar os pontos
de alavancagem. Uma ferramenta informal para visualizar tais observagoes
consiste em usar um “index plot” (gréfico indexado) dos h;; versus i com
limite h = 2p/n.
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3.8.2 Medidas de influéncia

Segundo Lee (1987), a informagao de alavancagem contida em h;; reflete
parcialmente a influéncia de uma observacao. Para verificar a completa in-
fluéncia da i-ésima observacao, levando-se em consideracao aspectos como:
estimativas dos parametros, valores ajustados, estatisticas de bondade de
ajuste, etc., torna-se necessario a comparacao entre as estimativas ﬂ ﬁ
esta ﬁltima obtida quando a referida observacao é deletada. Davison e Snell
(1991) propéem o uso da seguinte estatistica, conhecida como distancia entre
verossimilhancas, para verificar estas observagoes

=§wm—w%», (3.17)

onde I(+) é a fungao de log-verossimilhanca.

Contudo, Davison e Snell (1991) mostram que, expandindo (3.17) em série
de Taylor, obtém-se

By = B — > (1 = hig) Prp (XTW X)Ly, (3.18)
Assim, (3.18) pode ser aproximado pela distancia generalizada de Cook

(yi—fii)
V(f1:)(1=hss)

o hi *2 A ; *
D; = S—hm "B onde p ¢ o posto da matriz modelo X e rp =

é o residuo de Pearson padronizado.

2
Lee (1987) propoe julgar os pontos D; > X’;”‘ como influentes. Uma ferra-
menta informal para visualizar tais observagoes é usar um “index plot” (grafico
2
indexado) dos D; versus i com limite X22. Entretanto, McCullagh e Nelder
(1989) propoem medir a influéncia de uma observagao através da estatistica
modificada de Cook, sugerida por Atkinson (1981), e expressa, no contexto

dos MLGs, por
1/2
. fn—p h; 9
r={" (319

onde rp, € aproximadamente o desvio residual deletado (vide McCullagh e
Nelder, 1989, Sec. 12.7.3). Aqui, r%(,) ¢é definido pela variagdo no desvio
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residual causada pela omissao da i-ésima observacao. Atkinson (1981) propoe

julgar os pontos em que T; > 2\/5 como influentes.

3.9 Exercicios

1.

Definir os residuos de Pearson, Anscombe e residual para os seguintes
modelos: Poisson, binomial, normal inverso, gama e binomial negativo
com indice conhecido.

. Determinar a férmula da distancia generalizada de Cook para os modelos

de Poisson, gama e normal inverso com respectivas ligagoes canonicas.

. Comparar os residuos de Anscombe, Pearson e como raiz quadrada da

componente do desvio, para o modelo de Poisson. Como sugestao supor
fi = cy e variar ¢, por exemplo, 0(0.2)2(0.5)10. Fazer o mesmo para os
modelos binomial, gama e normal inverso.

. Definir os residuos de Anscombe, Pearson e como raiz quadrada da com-

ponente do desvio para o modelo binomial negativo, fazendo uma com-
paracao entre os trés residuos.

. Seja Yy ~ B(my, j1¢) com anotagao usual u = f~1(X3), 8= (61...6,)7,

etc. Demonstrar que os residuos podem ser definidos por [G(Y;/m) —
G (f10)]/ G (fue) [fre(1—fig) /mg) /2. Quais as vantagens das escolhas G() =
p Gu) =log[u/(1 = p)] e G(p) = [ =31 — 2)~Vda.

. Justificar o uso do grafico dos residuos versus as seguintes escalas de-

pendendo do tipo de erro: ji(normal), 2+/fi (Poisson), 2log i (gama) e
—2/+/[t (normal inversa).

Seja H = W2X(XTWX)~'XTW1/2 o andlogo da matriz de projecao

para um modelo linear generalizado. Demonstre que, aproximadamente,

V(=) = HV 2 (y — p),

onde V = diag{V(u1),...,V(un)} é a matriz diagonal com a fungao de
variancia.

. Demonstre as correcoes de viés apresentadas na Tabela 3.2.
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9. No modelo normal-linear com p = E(y) = X3 + g(z;7), sendo g(z;7)
aproximadamente linear, demonstrar que os residuos parciais R = Py +
(I — P)2z4, onde P = I — X(XTX)"1XT podem ser expressos como
combinagoes lineares dos residuos y — [i e, também, como combinacoes
lineares dos dados y.



Capitulo 4

Principais Modelos Lineares
Generalizados e Extensoes

4.1 Modelos para Dados Continuos

O modelo classico de regressao estudado no Capitulo 1 supde que a variancia
da varidvel resposta é constante para quaisquer valores dos parametros [3's.
Este modelo é o mais importante na andlise de dados continuos. Entretanto,
é comum encontrarmos na pratica dados continuos cuja variancia cresce com
a média da variavel resposta, ou seja:

Var(Y) = 0?2,

onde o representa o coeficiente de variagdo de Y. Para valores pequenos de o,
a transformagao que estabiliza a variancia é log(Y), cujos momentos aprox-
imados valem E(logY) = logp — %2 e Var(logY) = o2. Além disso, dados
continuos positivos nao podem ser modelados pelo modelo normal linear, pois
nao ha garantia da média ser positiva.

Uma possibilidade para modelarmos dados continuos positivos com
variancia constante, seria supor o modelo normal com ligacao logaritmo, ou
seja, p=E(Y)=exp(X ). A ligagdo logaritmo, entao, garante a positividade

101



102 MODELOS PARAMETRICOS

de p. Outra alternativa seria usar a transformacao logaritmo para obtermos
dados modificados em R e, entao, adotar o modelo normal para os dados
transformados. Assim, os dados originais seguiriam a distribui¢do log normal.

Considerando-se que os dados continuos positivos tém coeficiente de
variagdo (e nao a varidncia) constante para todas as observagoes, a melhor
modelagem é geralmente obtida através da distribuicao gama com uma ligagao
apropriada, por exemplo, logaritmo ou poténcia. A ligagao reciproco também
pode ser usada pois produz estatisticas suficientes que sao fungoes lineares dos
dados.

Em suma, dados continuos positivos com coeficiente de variagdo constante
podem ser modelados rotineiramente pelas distribui¢ées gama e log normal. Se
a suposicao do coeficiente de variagao constante for violada, os dados continuos
positivos devem ser modelados pela distribuicao normal inversa ou, entao,
aplicando-se alguma transformacao apropriada para se adotar o modelo normal
aos dados modificados (vide modelo de Box e Cox, Secao 4.6).

4.2 Modelo Logistico Linear

O modelo logistico linear é um membro da classe dos MLGs servindo de al-
ternativa para analisar respostas binarias através de um conjunto de varidveis
explicativas. A relagdo entre a probabilidade de sucesso p e o conjunto de
varidveis explicativas é dada através da funcao de ligacao logistica (vide Segao
2.8). Tal relacionamento é sigmoidal, uma vez que a relagao entre o logit(p)
e a matriz modelo é linear. O modelo logistico linear também é conhecido na
literatura como modelo de regressao logistica.

Suponha que temos m observagoes binomiais sob a forma y;/m;, i =
1,...,n, de modo que E(y;) = m;p;, onde p; é a probabilidade de sucesso cor-
respondente a i-ésima observacdo. Assim, o modelo logistico linear relaciona
p; com um conjunto de p varidveis explicativas z1;, 9, ..., Tp;, associado a
i-ésima observagao, sendo expresso por

bi

logit(p;) = log {(1}92)

} = bo+ Brz1i + ... + Bprpi- (4.1)
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Podemos escrever (4.1) como

_ exp(Bo + fiz1i + ... + Bpxpi)
1+ exp(Bo + Bz + ... + Bpxpi)’

)

ou, denotando-se 7; = Y j Bjzj;, de forma mais simples por

1l 4en’

Di

Desde que y; seja uma observacao proveniente de uma distribuicao bi-

nomial com média m;p;, o valor esperado de y; é E(y;) = m; (1_?";,1.). As
equagoes (4.1) ou (4.2) definem a componente sistematica do modelo logistico

linear.

4.2.1 Ajuste do modelo

Sejam dados binomiais sob a forma de y; sucessos em m; ensaios de Bernoulli
(vide Secao 2.8), i = 1,...,n. A transformacao logistica, correspondente a
probabilidade de sucesso p;, é expressa como uma combinacao linear de p
varidveis explicativas x1;, T2;, . .., Tpi, sendo dada por

bi

logit(p;) = log {(1—1%)

} = Bo + Brx1; + ...+ BpTpi-

A observacao y; com valor esperado m;p; pode ser expressa como y; =
m;p; + €;. A componente do residuo é dada por e; = y; — m;p; tendo valor
esperado zero, contudo sua distribuicdo ndo é mais binomial. A distribuigao
do residuo €; é conhecida como distribuigdo binomial modificada. Apesar de
nao haver relagao entre a distribuicao dos dados e aquela do residuo, neste
caso, ¢ importante salientar que no ajuste do modelo é necessario apenas a
distribuigao de ;.

Note que para ajustarmos o modelo logistico linear é necessario, primeira-
mente, estimar os p + 1 parametros o, 51,. .., 8p. Estes parametros sao esti-
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mados através do método de maxima verossimilhanca. Neste caso, a funcao
de verossimilhanca L(3) é dada por

n

=L ()

i=1

A funcao de verossimilhanca pode ser considerada funcao dos parametros
3's pois esta depende das probabilidades de sucesso desconhecidas p;, as quais
dependem dos ('s através da expressao (4.2). O problema agora é obter os
valores Bo, Bl, .. ,Bp que maximizam ¢(3) ou, equivalentemente, log L(/3), ex-
presso por

n

(s = > {bg <T;Z> + yilog pi + (m; — yi) log(1 — Pi)}

)

i=1
= Z {log < ‘1> + yini —m;log(1 + e”")} , (4.3)
i=1 Yi
onde n; = Z?:o Bjxji e vo; = 1 paratodoi = 1,...,n. Para tanto, é necessario

calcularmos a derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanca em relagao
aos p + 1 parametros desconhecidos 3, dada por

ol(B) ” "
83; :Zyifﬂij—Zmimije”i(1+e’7i)_1, ji=0,1,...,p.
T = i=1

Assim, igualando estas derivadas a zero obtemos um conjunto de p + 1
equacoes nao-lineares. As estimativas Bj correspondem a solucao deste sistema
e podem ser obtidas através do algoritmo iterativo conhecido como método
escore de Fisher descrito na Segao 2.4.

Uma vez calculados os B’ s, as estimativas do preditor linear do modelo
sao dadas por 7); = By + S1x1; + . .. + BpTpi-
Conseqiientemente, as probabilidade estimadas p; sao obtidas fazendo
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4.2.2 Bondade de ajuste

Existem diversas estatisticas que medem a discrepancia entre as proporgoes
observadas y; /m; e as proporgoes ajustadas p;. O desvio (D) é uma estatistica
de bondade de ajuste muito utilizada na literatura e baseia-se nas fungoes
de log-verossimilhanga maximizada sob o modelo em investigacao lAp e sob o
modelo saturado I, (vide Secao 2.7), sendo expressa por

D =2(I,, — I).

A partir desta expressao a log-verosimilhanca maximizada para o modelo
em investigacao é dada por

n

lp = Z {bg < y > + yilog p; + (m; — y;) log(1 —pi)} .

i=1 '

No modelo saturado as probabilidades ajustadas sao idénticas as pro-
porgoes observadas p; = y;/m;. Assim, a log-verossimilhanga maximizada
sob o modelo saturado é dada por

In = Z {log <ﬂy%> + y; log p; + (m; — y;) log(1 —]37;)} .

i=1 ¢

Logo, o desvio (D) reduz-se a

= D 1-p;
D = QZ{yilog <g) + (m; — y;) log (1 _g)}
i=1 ¢ ¢

Fazendo y; = m;p;, o desvio pode expresso como

D=2%" {yilog (Z) + (ni — i) log (:l:zl> }
i=1 (2 (2 (2
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E importante ressaltar, no caso onde n; = 1,7 =1,...,n, que temos

D =-2) {plogit () + log (1 — i)} .
i=1

Neste caso, o desvio torna-se uma estatistica de bondade de ajuste desinfor-
mativa, pois a mesma sé depende das probabilidades de sucesso ajustadas
Di-

Outra estatistica que pode ser empregada para verificar a adequagao do
modelo em investigacio é a estatistica X2 de Pearson definida por

5 = (g — mup;)?
oy o)

— mipi(1 —pi)

Tanto o desvio (D) quanto a estatistica X? de Pearson tém distribuicio
assintética X%_p. Para outras informagoes sobre estatisticas de bondade de
ajuste vide a Secao 2.7.

4.3 Modelo Log-Linear para Contagens

O modelo log-linear corresponde ao caso onde Y ~ P(u), n; = logu; =
Z§:1 x;jBj, © = 1,...,n, com o parametro natural da distribuicao de Pois-
son sendo igual a log p. As quantidades z;; podem ser varidveis explanatérias
como no modelo logistico linear, ou bindarias restritas aos valores 0 e 1 como
na analise de contingéncia, e podem ainda ser uma mistura de varidveis ex-
planatérias e bindrias (vide Segao 1.3.4).

O algoritmo de estimacao de um modelo log-linear tem a forma

XTwm) x glmtl) — x Ty (m)ym)

onde W = diag{u} e y* = n+ W=l (y — ). Estas equacdes podem ser

escritas como E(Sj;pu) = s;, j =1,...,p, onde os s;-s sdo os valores observa-

dos das estatisticas suficientes S; = S © . z;;y; para os parametros 5's. Em
J =1 "1
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forma matricial X7 /i = X7y. Quando os elementos da matriz modelo X sao
0 ou 1, essas equagbes implicam que as estimativas das médias sao obtidas

igualando certas freqiiéncias marginais totais aos seus valores esperados. De
S =(S1,...,5)T = XTy obtém-se Cov(S) = XTWX.

Considera-se que a EMV B tem, aproximadamente, distribuicdo nor-
mal N,(8, (X TWx )~1) e, portanto, testes e intervalos de confianca para os
parametros ('s podem ser obtidos com base nesta distribuicao. Intervalos de
confianca para os contrastes 7 = e’ 3, onde e = (1. .., ep)T é um vetor de
componentes conhecidas, podem também ser baseados na aproximagao normal
7 =eTB ~ Ny(eT3,eT (XTI X) e).

4.3.1 Modelos hierarquicos

Tem-se um grande interesse numa classe de modelos log-lineares, denomina-
dos hierdrquicos. Estes modelos sao baseados num método geral de parame-
trizagdo, encontrado na analise de variancia de experimentos fatoriais. Num
modelo hierdrquico, se um conjunto 7' é constituido por parametros 3's iguais
a zero, entao, em qualquer outro conjunto de parametros, gerado por ter-
mos que contenham pelo menos um termo gerador do conjunto 7', todos os
parametros deverao ser iguais a zero. Por exemplo, o modelo

log pijie = B+ B + BF + B + Bk

para a classificagao cruzada de trés fatores A, B e C sujeitos as restrigoes

usuais, nao é hierdrquico, pois a interacao B{J‘-kBC esta incluida sem as interagoes
AB AC BC

57;]' , B e ﬁjk estarem no modelo.

Todo modelo log-linear hierarquico corresponde a um conjunto minimo de
estatisticas suficientes representado pelos totais marginais. Existem argumen-
tos convincentes para considerar apenas os modelos log-lineares hierarquicos
na analise de dados. Em particular, existe a conveniéncia computacional no
célculo das estimativas de maxima verossimilhanca (EMV') e, mais impor-
tantemente, uma interpretacao simples. Claramente, os algoritmos de ajusta-
mento do GLIM e do S — Plus nao fazem qualquer distin¢ao entre um modelo
nao hierarquico ou hierarquico.
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Os modelos hierdrquicos podem ser classificados em duas classes: a
primeira, cujas estimativas ji’s tém forma fechada, e a segunda cujas esti-
mativas s6 podem ser calculadas através de técnicas iterativas. Os termos nas
expressoes dos [i’s em forma fechada correspondem a certos totais marginais,
que representam estatisticas suficientes para os parametros do modelo.

Goodman (1970, 1973) estabelece que todo modelo hierdrquico, onde os
ji's tém forma fechada, pode ser interpretado em termos de independéncia
incondicional e/ou condicional e equiprobabilidade, mas nos modelos, onde
os fi's nao tém forma fechada, esta interpretacao é, em geral, muito dificil.
Algumas vezes é possivel transformar o modelo nao-hierarquico, associado a
uma tabela de contingéncia, em hierarquico, através da permutacao de celas.

Os modelos hierdrquicos possiveis para tabelas de contingéncia com 3
entradas podem ser divididos em nove classes. Com excecao do modelo sem
a iteragao dos 3 fatores, todos os demais modelos hierdrquicos tém os fi’s em
forma fechada. Em tabelas de contingéncia de 4 entradas, Goodman (1970)
tem notado a existéncia de 17 modelos com os fi’s em forma fechada, entre 27
modelos hierarquicos distintos, de um total de 170 diferentes tipos de modelos.

Goodman (1971) e Haberman (1974, Cap. 5) determinam regras para
verificar se um modelo hierarquico tem [ em forma fechada. Para modelos
hierarquicos com f em forma fechada, o algoritmo do GLIM, em geral, nao
converge em uma unica iteragado. Haberman (1974) apresenta ainda resultados
gerais para obtencao das equacoes de maxima verossimilhanca em modelos nao
hierarquicos. Entretanto, essas regras nao tém finalidade pratica.

Para os modelos log-lineares com um nimero méaximo de parametros,
Bishop, Fienberg e Holland (1975) usam o método delta (Rao, 1973) para
calcular a estrutura assintética K1 = {—k™} = (XTWX)~! das estimativas
dos parametros lineares. Lee (1977) desenvolveu regras gerais para o célculo
de expressoes fechadas para as covariancias assintéticas —k™, em modelos
log-lineares hierdrquicos, com formas fechadas para os [i's.
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4.3.2 Modelos hierarquicos para tabelas de contingéncia com
3 entradas

Apresentam-se, agora, todas as nove classes de modelos hierarquicos corre-
spondentes a classificacdo de trés fatores A, B e C. Seja y;jr ~ P(uijk), 0
nimero de observagoes com A =i, B = je (C =k, em que 1 < ¢ < r,
1 <j<sel <k <t e utiliza-se da notacao usual y;44 = ijk Yijks
Yij+ = D1 Yijk etc.

O modelo saturado é definido por

A 9B | gC | pAB | pAC | gBC | pABC
log uij = B+ B + B + 6y + 6 + B + 08 + Bk > (4.4)
com as restrigdes usuais da andlise de varidncia g4 = g8 = ... = ﬁfﬁc =
ﬁfﬁc = f}fc = 0. Este modelo corresponde & 12 classe e tem-se ;i = Vijk-

A 22 classe é definida pelo modelo (4.4) com as restrigoes adicionais
6{3,{?0 = 0 para todos os indices i, j, k, isto é, corresponde ao modelo sem
a interacao dos trés fatores. A média 5, nao pode ser dada como funcao
explicita dos totais marginais f;;j 1, itk € f45k- Para resolver as equacoes de
méxima verossimilhanca fi;j+ = Vij+, flivk = Yitk € flpjk = Y4k, 0 = 1,..., 7,
j=1,...,8, k=1,...,t, onde y;jt, Yi+i € Y4,k s30 as estatisticas suficientes
minimais, necessita-se de métodos iterativos. Este modelo pode, por exem-
plo, ser interpretado como de interacao entre A e B, dado C, independente
do nivel C, isto ¢, a razao do produto cruzado condicional pujfe jri/ pije it jk
independente de k.

A 32 classe contém 3 modelos que podem ser deduzidos do modelo
log pije = B+ B + 87 + B + 8" + B4°

por simples permutacao. Este modelo é equivalente a hipdtese que os fatores
B e C sao independentes, dado o fator A, isto é,

P(B=jC=k|A=i)=P(B=j|A=i)P(C=k|A=1i)

OU [ijk = Mitkiij+/ i+t As estimativas sdo dadas, em forma fechada, por
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fijk = YitkYij+/Yit+, onde yi1p € y;j4+ sao estatisticas suficientes minimais.
Esta hipotese de independéncia condicional é andloga a correlacao parcial igual
a zero entre duas varidaveis, dada uma terceira varidvel, num universo de trés
varidveis normais.

A 42 classe também contém trés modelos do tipo
log pujte = B+ 07 + 67 + B + 7.
Este modelo equivale a hipdtese que o fator C' é independente do par (A, B),
isto é,
P(A=i,B=j,C=k)=P(A=1i,B=j)P(C =k)

OU fLjjk = Hijtft+k/Ht++. As estimativas fijx = Yij+Yi+k/Y+++ sao fungdes
explicitas das estatisticas suficientes minimais y;j1€ y4 .

A 52 classe corresponde ao modelo
log wije = B+ B + BF + B¢

com todas as interacoes nulas. Este modelo corresponde a hipdtese que os trés
fatores s@ao mutuamente independentes:
P(A=i,B=j,C=k)=P(A=1)P(B=j)P(C=k)

— . . 2 ; ; P . .
OU fhijk = i+t jtfitk/ M4y As estimativas fi;;, igualam yiy 4y j194k/
yi 14, onde os termos do numerador sao as estatisticas suficientes minimais.

A 62 classe tem 3 modelos obtidos de
log puiji = B+ B + B + BLC

por simples permutacao dos fatores; este modelo equivale a cada nivel de B
ser igualmente equiprovavel, dados A e C, isto é

PB=j|A=i,C=k)=s"

As estimativas de maxima verossimilhanca sao fi;jx = Yit+k/s.
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A 72 classe também engloba 3 modelos do tipo
log pijr = B+ B + BY.

Este modelo equivale as hipdteses

P(A=i,C=k)=P(A=0)P(C =k)

PB=j|A=i,C=k)=s"!

e, portanto, que os fatores A e C sdo independentes e, dados A e C,
cada categoria de B ¢ igualmente equiprovdvel. As estimativas sao fi;;z =

(Yit+Yt+k)/ (8Y+++)-

A 82 classe consiste de 3 modelos do tipo
_ A
log pijr = B+ B,
e este equivale & hipdtese

P(B=j,C=Fk|A=1i)=(st)!,

que dado A, as combinacoes das categorias B e C sao igualmente
equiprovéaveis. Tem-se fi;jr = i+ /5t.

A 92 e tltima classe é formada pelo modelo simples
log pijr = 0,
isto é, uma tnica média ajustada aos dados. O modelo equivale a

P(A=i,B=jC=k)= (rst)fl,

isto é, todas as combinacoes de fatores sao igualmente equiprovaveis. Tem-se
no -1
fijk = Ygi+(rst) ™.
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4.3.3 Testes de adequacgao

Para verificar a adequacao do ajustamento de um modelo log-linear com p
parametros independentes aos dados 1, ..., yn, utiliza-se as estatisticas

D(izy) = 2> yilog(yi/iii),
=1

X2 = iM (4.5)
i=1 Hi

A primeira corresponde ao desvio que foi tratado na Segao 2.7.1 e a segunda
é a estatistica de Pearson generalizada apresentada na Secao 2.7.2.

As estatisticas (4.5) podem ser interpretadas como sendo a quantidade de
variacao dos dados nao explicada pelo modelo. Supondo o modelo correto,
elas tém, assintoticamente, distribuigao X%_p-

Gart e Zweifel (1967) sugerem a adigao de 0,5 as freqiiéncias observadas
em (4.5) para um aperfeicoamento da aproximacio x? de referéncia. As dis-
tribuicdes de D(ji;y) e X2 se tornam mais préximas da distribuicio X%_p,
quando todas as médias fi}s crescem e, neste caso, a diferenca |D(fi;y) — X?|
se torna cada vez menor.

As aproximacdes das distribuicoes dessas estatisticas por x? sdo bastantes
razodveis se todos os fits forem maiores que 5. Alguns estudos de Monte
Carlo (Larntz, 1978) sugerem que a estatistica D(fi; y) se comporta de maneira
aberrante, quando a tabela tem observagoes muito pequenas, mas que as duas
estatisticas sdo razoavelmente aproximadas pela distribuicdo x?, quando o
menor valor dos fi;s for maior que 1.

Nos modelos log-lineares hierarquicos é comum usar a notacao de classe
geradora, que consiste de todos os termos de ordem mais alta que geram os
parametros do modelo; estes termos, correspondentes a certos totais mar-
ginais, representam estatisticas suficientes de dimensao minima. Esta notagao
descreve, univocamente, todos os modelos log-lineares hierarquicos.

A Tabela 4.1 apresenta os graus de liberdade n — p para todas as nove
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classes de modelos hierdrquicos de 3 fatores, considerados anteriormente. Além

disso, ainda estao especificados os termos geradores e as interpretagoes dos

modelos.

Tabela 4.1: Graus de liberdade das estatisticas D(ji;y) e X* para
modelos log-lineares hierdrquicos em tabelas de 3 entradas

Classe Geradora Graus de Liberdade Descrigao

1: ABC 0 modelo saturado

2: AB,AC,BC (r—1)(s—=1)(t—1) associagao dois a dois

3: AB,AC r(s—1)(t—1) dado A, B e C independentes

4: AB,C (rs =1)(t—1) o par (A,B) independente de C

5: AB,C rst—r—s—t+2 os trés fatores independentes

6: AC ri(s — 1) dados A e C, todas as categorias
de B equiprovaveis

7. AC rst—r—t+1 mesmo que a classe 6 com os
fatores A e C independentes

8 A r(st —1) dado A, todas a combinacoes das
categorias B e C equiprovaveis

9: Nula rst—1 modelo nulo

4.3.4 Testes de comparacao entre modelos

A estatistica D(ji;y) é usada para comparacao de modelos log-lineares encaix-

ados. Formula-se uma seqiiéncia de interesse de modelos log-lineares encaix-
ados M, C Mp, C --- C M,, com parametros p; < p2 < --- < p, e desvios
Dy, > Dp, >...> D, . A diferenca entre os desvios dos modelos encaixados
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M, C My, (pj < p;) é dada por

Dy, = Dp, =2y log(fujr/ i), (4.6)
k=1

onde fi;i (/i) é a k-ésima componente estimada do vetor fi; (f1;). Esta es-

tatistica é usada para testar se a diferenga entre os valores esperados ajusta-

dos, segundo os modelos M), e M) é, simplesmente, devido a uma variagao

aleatéria, dado que os valores esperados verdadeiros satisfazem o modelo mais
o . . « o~ . o 2

pobre M,,.. Segundo M,,;, D), — D), tem distribuicao assintética Xpi—p;*

Se a seqiiéncia é formada por modelos hierdrquicos, Goodman (1969)
demonstra, baseando-se na forma multiplicativa das estimativas das médias,
que a expressao (4.6) iguala

n
Dy, = Dy, =2 fijilog(fie/ fuik)- (4.7)
k=1

A estatistica (4.7) tem a mesma forma de um simples desvio e, mais ainda,
pode ser interpretada como uma razao de verossimilhancas condicional para
os parametros extras que estao em M,,. Portanto, o desvio em modelos log-
lineares hierarquicos tem a propriedade de aditividade, que geralmente nao
é verificada para a estatistica X2. Por esta razdo, o desvio é a estatistica
preferida.

A propriedade de aditividade é a base para testar a significancia de adi-
cionar termos a um modelo. Tem-se: D), = (D), — Dy, ) + Dy,, onde D, (D)
é a quantidade de variacao dos dados, nao explicada pelo modelo Mpi(Mp].), e
Dy, — Dy, é a variagao explicada pelos termos extras no modelo Mp,. O método
de particao da estatistica D), para os modelos log-lineares hierarquicos, foi de-
senvolvido por Ku e Kullback (1968). Esta particdo possibilita apresentar os
resultados na forma de tabelas de andlise de variancia.

Pode-se definir uma medida de comparacao entre modelos encaixados,
analoga ao coeficiente de correlagao multipla dos modelos de regressao. Na
comparagao dos modelos encaixados M), C M, (p; < p;), esta medida é (D, —
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Dy,)/ Dy, e representa um indice de qualidade relativa dos ajustamentos dos
modelos aos dados. Esta estatistica é limitada entre 0 e 1; um valor préximo
de um sugere que M, ¢ muito melhor que M)p,, e um valor préximo a zero ¢é
indicativo que os dois modelos proporcionam, aproximadamente, ajustamentos
equivalentes.

Rao (1973) propoe a estatistica

" (fuk — fuin)?
R = Z . (4.8)
k=1 v

que é andloga a (4.7) e tem a mesma forma da estatistica X2. Entretanto, o
seu uso, na pratica, nao é difundido.

4.4 Modelo para Dados Multinomiais

Se a resposta de um individuo ou item estd restrita a um conjunto de possiveis
opgoes ou categorias pré-estabelecidas, dizemos que a varidvel de interesse é
politomica, sendo a distribuicao multinomial comumente usada para represen-
tar tal varidvel.

Suponha que individuos numa populacao de interesse possuam uma, e
apenas uma, de p caracteristicas Ay, ..., A,. Tais caracteristicas podem ser,
por exemplo, cor do cabelo, posicao sécio-econoémica, causa da morte, etc. Se
a populacao é suficientemente grande e se uma amostra aleatéria de tamanho
n é sorteada, quantos individuos poderemos esperar que apresentem a carac-
terfstica A;? A resposta pode ser dada através da distribuicao multinomial,
expressa por

n
P(leyl,...,}/}):yp;n,ﬂ):<y>ﬂ'§”... e, (4.9)
onde 71, ..., T, sao as propor¢oes populacionais de cada caracteristica e

(n)_ n!
y yiloooyp!
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Outra derivacao da distribuicao multinomial é a seguinte. Suponha
que Y71,...,Y, sao varidveis aleatérias de Poisson independentes com médias
f1,- -, fbp. Entao, a distribui¢ao condicional conjunta de Y7, ...,Y),, supondo
que Yy =n, é dada por (4.9) com 7m; = /4.

A distribui¢do multinomial onde 7; = 1/p é conhecida como distribuicao
multinomial uniforme.

4.4.1 Momentos e cumulantes
A funcao geratriz de momentos da distribui¢ao multinomial M (n, ) é expressa

My (t) = E exp (Z thj> = {Z T eXp(tj)}n-

Em seguida, apresentamos a funcao geratriz de cumulantes

Ky (t) =nlog {Z ) exp(tj)} .

por

Os trés primeiros cumulantes de uma distribuigdo multinomial sao:

E(Y;) =nm,

nm(l—m,) se r=s

cou(Y;, V) =
—NmwTs  Se T #S.
nmp(l —m ) (1 —2m,) se r=s=t
k3(Y,, Y, V) = —nmym(l —2m,) se r=s#t

2nmpmemy  se r#ESFEL

4.4.2 Log verossimilhanca e funcao desvio

Suponha n vetores independentes, cada um com p categorias, denotados por
Yi,- -1 Yn, onde yi = (Yi1, - - -, Yip) € D25 Yij = i, Le. Yi ~ M(m;,m;) com m; =
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(mi1, ..., mip). Podemos denotar, para a i-ésima observacao y;, a contribuicao
da log-verossimilhanga como

p
(miyi) =Y i log mij.
7=1

Vale ressaltar que as observagoes e probabilidades estao sujeitas as seguintes
restricoes » ; y;; =m; e ), mj = 1.

A log-verossimilhanca total é obtida através da soma das contribuicoes
individuais, em virtude da suposicdo de independéncia das n observagoes. A
log-verossimilhanca total pode ser expressa por

(m;y) = yijlog ;.
i,

O desvio residual é obtido pela diferenga entre a log-verossimilhanga do
modelo saturado e a log-verossimilhanca do modelo em investigagao. No mod-
elo multinomial, obtemos a log-verossimilhanca do modelo saturado quando
Tij = Yij/mi. Dessa forma,

D(y;m) = 2{l(T;y) — (%)}
= 2) yijlog Fiy — 2 yilog i
= 2 yijlog(yij/ fuig),

onde T = ,ul]/m,

4.5 Modelos com Parametros Adicionais Nao-
Lineares

Neste capitulo serao abordados modelos caracterizados pela inclusao de
parametros desconhecidos em sua funcao de variancia, em sua funcao de
ligacdo ou em ambas. Adicionalmente, também serd abordada a inclusao de
covariaveis com uma estrutura nao-linear no modelo.
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4.5.1 Parametros na fungao de variancia

Nos MLGs apresentados na Secao 2.3.1 foram abordadas cinco distribuicoes
para a variavel resposta. Dentre elas, a normal, a normal inversa e a gama,
contém parametro de dispersao explicito. Por outro lado, as distribuicoes
discretas em suas formas padrées nao contém tal parametro. Além disso,
supondo que o parametro de dispersao é constante, o mesmo nao é utilizado
na solucao das equagoes de maxima verossimilhanca de B

A distribuigdo binomial negativa é um exemplo de distribuicao que apre-
senta um parametro desconhecido na funcao de variancia. Esta distribuicao
discreta pode ser expressa da seguinte forma:

(y+k—1)! ¥
yl(k—1)! (14 a)vtk’

PY =y;a,k) = y=0,1,2,...

A média e a variancia sao dadas, respectivamente, por

EY) = p=ka, wvar(Y)=ka+ka?® = pu+ p/k>

A log-verossimilhanca pode ser expressa da seguinte forma

I =ylog{a/(1+ a)} — klog(l + ) + (funcdo de y e k),

a qual, para k fixo, tem a forma de um MLG com ligagao candnica

a [
—log [ -2 ) =100 [ £
o () = ()

e funcao de variancia
V =p+p?/k.

O termo u pode ser interpretado como a fungao de varidncia de uma Pois-
son e o termo u%/k como uma componente extra resultante da combinacio
de uma distribuicao de Poisson com uma distribuicao gama, no processo de
obtencao da binomial negativa. A principio k é desconhecido e, claramente,
nao se trata de um parametro de dispersao. Estimativas de k para amostras
univariadas e multivariadas foram discutidas por Anscombe (1949). A sua esti-
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mativa de méxima verossimilanca requer a solugao de uma equacao nao-linear
envolvendo a funcao digama. Além disso, a utilizacdo da ligacdo candnica é
problematica, pois torna o preditor linear fungao do parametro da fungao de
varidncia. Assim, o uso da binomial negativa em aplicagoes é bastante raro.
Para maiores informagoes vide McCullagh e Nelder (1989).

Um outro exemplo de parametros adicionais na funcao de variancia ocorre
quando modelamos um conjunto de observacoes com erro gama e sSupomos
que estes dados sao coletados sob uma medida absoluta de erro. McCullagh e
Nelder (1989) apresentam, neste caso, a seguinte funcao de variancia:

V =714’

O primeiro termo da expressao refere-se a medida absoluta de erro enquanto
que o segundo termo corresponde a suposi¢ao da distribuicao gama.

4.5.2 Parametros na fungao de ligagao

Normalmente, no contexto dos MLGs, a funcao de ligacao do modelo é su-
posta como conhecida. Entretanto, em algumas situacoes, pode ser ttil as-
sumir que a ligagdo provém de uma classe de funcoes indexadas por um ou
mais parametros desconhecidos. Um teste de bondade de ajuste, em fungao
deste(s) parametro(s), pode ser utilizado para detectar qual o intervalo de val-
ores vidveis destes parametros ¢ mais adequado para os dados. Além disso, se
um particular valor é de interesse, pode-se, através de um teste de bondade de
ligagao (Pregibon, 1980), comparar seu desvio com o desvio do melhor ajuste.
Outro teste que pode ser utilizado neste caso € o teste escore.

Uma classe de fungoes de ligacao bastante conhecida é a fungao poténcia,
expressa por
w, para A#0

77 =
log u, para A =0,
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ou, supondo continuidade em A = 0,

Esta classe de fungoes, utilizada para transformar os dados ao invés dos
valores ajustados, foi definida por Box e Cox (1964) (vide Secao 4.6). Para
um dado valor de A, o modelo pode ser ajustado utilizando a ligacao poténcia
e, em seguida, seu desvio respectivo é calculado normalmente. Repetindo este
procedimento para diferentes valores de A, pode-se construir um grafico dos
respectivos desvios versus A e visualizar qual o intervalo de valores de A é mais
adequado para os dados observados.

Pode-se otimizar 1 em relacao a A através do processo de linearizagao
proposto por Pregibon (1980), pelo qual a funcao de ligagao é expandida em
série de Taylor sobre um valor fixo A\g. Assim, para a classe de fun¢oes poténcia
temos

g N) = = g o) + (A — Xo)gh (15 N)
10 + (A = Ag)p log g, (4.10)

tal que podemos aproximar a funcio de ligacdo n = p* por
no = = — (A= o) log = Bz — (A= Xo)p® log .

Dessa forma, dado um valor inicial Ay de A\, com os respectivos valores ajus-
tados fig, € possivel incluir no modelo a nova covaridvel —/180 log f19. Ao ajus-
tarmos este novo modelo, a estimativa do parametro pode ser interpretada
como uma correcao de primeira ordem para o valor inicial de Ag. A redugao
significativa do desvio, em funcao da inclusao da nova covaridvel, pode ser
utilizada como teste para verificar se Ay é um valor adequado para A. Para
obter a EMV de A deve-se repetir o processo acima. A convergéncia nao é
garantida, contudo, sendo necessario que o valor de Ag seja proximo do valor
de \ para que a expansao linear (4.10) seja adequada.

O método abordado anteriormente pode ser estendido no caso de mais
de um parametro na funcao de ligagdo. Para cada parametro A, adicionamos
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(@)
6)\ )\:)\0

na matriz modelo, sendo a estimativa do parametro da covaridvel uma correcao
de primeira ordem para o valor incial de \g. Pregibon (1980) discute dois
exemplos com dois parametros. O primeiro é dado por

uma covariavel extra

+a)*—1
g(u;a,A)z(“)\),

isto é, a familia poténcia indexada por A, mas, adicionando um parametro «
de locagao. Note que g(p;1,1) = p, de forma que a ligagao identidade é um
membro desta familia.

O segundo exemplo ¢ 1til em modelos baseados em distribuicdes de
tolerancia. A funcéo de ligagao generalizada é dada por

™o—-1 (1-mM—1

onde 7 é a proporgao de sucessos, ou seja, u/m. Esta familia contém a ligagao
logistica quando /\l%mog(,u; A, 0).

A familia de ligacao uniparamétrica utilizada para dados binomiais

(k) -1

. =1
g(p; A) = log 3

contém as ligacoes logistica (A = 1) e complemento log-log (A — 0) como casos
especiais.

4.5.3 Parametros nao-lineares nas covariaveis

Uma funcéo de & como, por exemplo, €*® pode ser incluida na matriz modelo
kz (desde que k seja conhecido). Entre-
tanto, se k precisa ser estimado, entao temos um problema de nao-linearidade.

substituindo-se, simplesmente, x por e
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Neste caso, Box e Tidwell (1962) apresentam a seguinte técnica de linearizagao:
seja g(x;0) uma covaridvel nao-linear, onde 6 é desconhecido. Através de sua
expansao em torno de um valor inicial 6y, obtemos a seguinte aproximagcao
linear

o) = oo 00) + O =) |55

Assim, se a covaridvel nao-linear, pertencente ao preditor linear, é dada por
By(x; ),
é possivel reescrevé-la em funcao de

fu+ v,

onde u = g(z;6p), v = [%] o—n ey =L£(0—0bp).

Apés o ajuste do modelo, contendo u e v como covaridveis adicionais,
temos

01 :904-3/3/

como um estimador iterativo. A convergéncia nao é garantida para valores ini-
ciais arbitrarios muito distantes da solucao. Maiores detalhes, vide McCullagh
e Nelder (1989).

4.6 Modelo de Box e Cox

O uso do modelo classico de regressao é justificado admitindo-se: (i) lineari-
dade da estrutura de E(y); (ii) variancia constante do erro, Var(y) = o2; (iii)
normalidade e (iv) independéncia das observagoes. Se as suposicoes (i) a (iii)
nao sao satisfeitas para os dados originais, uma transformacao nao-linear de
y poderd verificd-las, pelo menos aproximadamente. Em alguns problemas de
regressao deve-se transformar tanto a variavel dependente quanto as variaveis
explicativas para que as suposicoes acima sejam satisfeitas. Transformacgoes
das varidveis explicativas nao afetam as suposigoes (ii), (iii) e (iv).
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Se os dados y com médias p e variancias V' (i), que dependem das médias,
sao transformados por g(y) para satisfazer

Var{g(y)} = V(n)g'(u)?* = k2,

onde k% é uma constante, a condicdo (ii) serd satisfeita. A funcdo estabi-
lizadora da variancia dos dados é g(u) = k [V ()~*/2dp. Por exemplo, para
V(p) = pe V(n) = p?, as funcdes estabilizadoras sio ,/y e log y, respec-
tivamente. Entretanto, nao ha garantia que g(y) escolhido desta maneira
satisfaga também a condicao (iii) de normalidade dos dados transformados.
Muitas vezes os dados apresentam um ou mais pontos aberrantes que impli-
cam em detectar nao-normalidade e heterocedasticidade. Algum cuidado deve
ser tomado ainda com o mecanismo gerador de dados e a precisao com que
estes sao obtidos.

Dificuldades com o modelo classico de regressao nao s6 ocorrem devido a
violacao de uma das hipoteses basicas. Muitas vezes sao devidas a problemas
fora do contexto da forma dos dados, como por exemplo, a multicolinearidade,
quando existem relacoes aproximadamente lineares entre as varidveis explica-
tivas. Esta multicolinearidade podera causar problemas com as rotinas de
inversao da matriz X7 X. Outro tipo de dificuldade ocorre quando se dispde
de um grande niimero de varidveis explicativas e, portanto, surge um problema
de ordem combinatoria para selecionar o modelo. Também é comum os dados
apresentarem estruturas especiais, tais como, replicagoes da varidvel resposta
em certos pontos ou mesmo ortogonalidade. Neste caso, nao se deve proceder
a andlise usual embora, em geral, seja dificil detectar essas caracteristicas em
grandes massas de dados.

Nesta se¢ao introduz-se a classe de modelos de Box e Cox que visa trans-
formar a varidvel dependente para satisfazer as hipéteses (i) a (iv) do modelo
cldssico de regressao. O modelo de Box e Cox (1964) supoe que os dados
Y= (y1,...,9n)" sdo independentes e que existe um escalar \ tal que os dados
transformados por

z=2(\) = =D/ se A0 (4.11)

logy se A=0



124 MODELOS PARAMETRICOS

satisfazem E(z) = u = X3, Var(z;)) = o? parai=1,...,n e z ~ N(u,o%I).
A transformacao (4.11) tem vantagem sobre a transformagao poténcia simples
y* por ser continua em A = 0. Apesar do modelo admitir a existéncia de
um tnico A produzindo linearidade dos efeitos sistemdticos, normalidade e
variancia constante dos dados transformados, pode ser que diferentes valores
de X sejam necesséarios para alcancar tudo isso.

Um valor A pode ser proposto por uma andalise exaustiva ou por consid-
eracoes a priori dos dados, ou ainda, por facilidade de interpretacao. Alterna-
tivamente, pode-se estimar \ por maxima verossimilhanca, embora nao haja
garantia de que a EMV de A produza todos os efeitos desejados.

Verifica-se, facilmente, que a log-verossimilhanca como funcao de \, 0?2 e
(£ em relacao as observagoes originais y é dada por

I(0,0%,8) =~ log(27702)—%(Z—XB)T(Z—X@%—()\—U ;logyi, (4.12)

onde o terceiro termo é o logaritmo do Jacobiano da transformacao, isto é,

resenta problemas computacionais e deve ser feita em duas etapas. Fixa-se

A maximizacido de (4.12) em relacio a A, 02 e 3 ap-

A e maximiza-se £(), 02, 3) em relacdao aos demais parametros produzindo as
estimativas usuais da regressao como funcdes de A, S(\) = (XTX)"1X7z e
6%(\) = 227(I — H)z, sendo H a matriz de proje¢do. O méximo da log-
verossimilhanca como funcao de A vale, exceto por uma constante,

I\ = —g log o?(A) + (A — 1) log yi. (4.13)
=1

E bastante informativo tracar o grafico de Z(A) versus A para um certo
conjunto de valores deste parametro, por exemplo, os inteiros de -3 a 3 e seus
pontos médios. A estimativa de A corresponderd ao ponto de maior f(x\) 0]
tnico trabalho envolvido é calcular a soma dos quadrados dos residuos na
regressio de z sobre X, isto é, n62(\), para cada valor escolhido de A. Claro
estd que a estimativa obtida é apenas uma aproximacao da EMV de A.
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Objetivando a realizacao de inferéncia sobre o parametro A, o teste da
hipétese nula Hy : A = Ag versus Hy : A # Ao, onde A\g é um valor especificado
para A, pode ser feito comparando a razao de verossimilhancas w = Q[Z (N —
I(\o)] com a distribuicio assintética x2. Um intervalo de 100%(1 — o) de
confianca para A ¢é facilmente deduzido do gréfico de [ (M) versus A como

L,

{A;l()\) >1(\) — 2X1(a)}. (4.14)

Se A = 1 nao pertencer ao intervalo (4.14) conclui-se que uma transformacao
dos dados sera necessaria e pode-se selecionar um valor conveniente neste
intervalo.

No uso do modelo de Box e Cox pode-se verificar a normalidade dos dados
transformados z; a partir de um dos seguintes testes:

a) teste de Shapiro-Wilks baseado na estatistica

onde 2(1) < z(9) < ... < z(y) sao os dados transformados ordenados e os
a;’s sao constantes tabuladas juntamente com os niveis de significancia
para W;

b) teste de D’Agostino

D = {Zizm} n3/?

=1

c) teste de Anderson-Darling

A? = 7t Z(Zz’ = D1+ log{ti(1 = tnt1-:)}],
i=1
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Z(5)—Z , N .
onde t; = ® (%) e s? é a variancia amostral. Valores grandes de A

sao significantes.

4.7 Modelo Linear Generalizado com um Parametro
Nao-Linear Extra

Este modelo é um caso especial da forma mais geral apresentada na Secao 4.5.
Um parametro nao-linear extra « aparece nos modelos lineares generalizados,
mais freqiientemente, nas seguintes situagoes:

a) na fungao de ligacao visando definir uma familia paramétrica de ligagoes;

b) como parametro de transformacao da varidvel resposta ou de varidveis
explicativas;

c¢) na fungdo de variancia dos modelos de quase-verossimilhanca (Segao
4.11) ou em certas distribuigdes como a binomial negativa, onde V =
p+ 12 /a depende de um parametro a que ndo é de escala e, em geral,
¢é desconhecido;

d) no modelo logistico com probabilidade de sucesso da forma
p=ca+(1—a)exp(n)/[1+exp(n);

e) em distribuigoes especiais como o parametro de forma da Weibull.

A estimacao conjunta de « e dos (3's geralmente é bastante complicada e s6
devera ser feita quando for necessario conhecer a covariancia conjunta entre as
estimativas B e &. Se este nao for o caso, deve-se estimar os 3's condicional-
mente ao parametro c, isto ¢, calculando o desvio fixando a(D,(«)). Um
grafico de Dp(«) versus a possibilitard escolher a estimativa & como o valor
de «a correspondente ao menor Dy(a). Deve-se esperar que & esteja proximo
de a.
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4.8 Modelos Lineares Generalizados com Ligacgao
Composta

Considere um modelo com distribui¢ao (2.1), mas com componente sistematica
definida por

E(y) = p=Cy,
fY)=n=X5, (4.15)

onde p e y sao vetores n X 1, C' e X sao matrizes conhecidas n x m e m X p,

= (myesmm) e 8= (B, B)T
Uma média de y esta relacionada com varios preditores lineares.

respectivamente, v = (Y1, ...,Ym

Denomina-se f(C~u) = n, onde C~ é uma inversa generalizada de C, de
funcao de ligacao composta. Quando C é a matriz identidade, obviamente a
ligagdo composta reduz-se a uma ligagao simples f(u) = 1. Uma extensao de
(4.15) considera uma estrutura nao-linear u; = ¢;(vy) entre p e v. O ajusta-
mento do modelo p; = ¢;(y), f(v) =n = X, pode ser feito via o algoritmo
descrito em (2.4) com pequenas modificagoes. Sem perda de generalidade
trabalha-se sem o escalar ¢. Seja ¢((3) a log-verossimilhanca para 3. Tem-se
0(B)/08 = XTV 1 (y—p), onde V = diag{V;,..., V,,}, L = {du;/dn} é uma
matrizn xme X = LX = {370 apedpi/dng}. A informacao para 3 iguala
XTv-1Xeo processo iterativo é expresso por

XT [mTy (m)~ [ (m) x gm+1) _ XTL(m)Tv(m)’ly*(m)7
onde y* = Ln + y — p. A varidvel dependente y*, a matriz modelo LX e
os pesos V! se modificam no processo iterativo acima. O sistema GLIM
nao pode ser usado diretamente e o usudrio deve trabalhar com programas
especiais. A inicializacdo pode ser feita a partir do ajustamento de um modelo
similar com C igual & matriz identidade. Quando y é linear em vy, L = CH~*,
sendo agora H = diag{dn,/dv1,...,dnm/dym} e, entdo, X = CH'X e y* =
CH '+y—p.
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4.9 Modelos Semi-Paramétricos

Os modelos semi-paramétricos foram propostos por Green e Yandell (1985)
quando definiram o preditor linear 1 como sendo a parte usual X3 dos MLGs
mais uma parte s(t), onde s(-) é alguma fungao regular cujo argumento ¢ pode
representar uma medida de distancia, tempo etc. A fungao s(t) é especifi-
cada por uma soma s(t) = Y7, 7igi(t) de ¢ funges bésicas gi, ..., g, sendo
os 7's parametros desconhecidos. O problema de maximizacao consiste em
definir uma log-verossimilhanca penalizada como funcao dos parametros G e
7 e maximiza-la

Hﬁlgxw{n(ﬁ, )= A {s(v)}/2],

onde J[-] é representativo de uma penalidade sobre a nao-suavidade de s(-)
e A uma constante que indica o compromisso entre a suavidade de s(-) e a
maximizagao de ¢{n(3,7)}. Em geral, admite-se para J{-} a forma quadratica
vI'K~, com K uma matriz de ordem ¢ simétrica nio-negativa. Se ¢ tem
dimensdo um, a penalidade da nao-suavidade da curva s(t) iguala [{s”(¢)}%dt,
expressdao comumente usada para suavizar uma curva.

Uma outra alternativa para estimar a funcao s(¢) é usar um suavizador
linear do tipo s(t;) = Y0;+714ts, onde esses v's representam parametros ajusta-
dos por minimos quadrados as n; (igual ao maior inteiro < wn/2) observagoes
de cada lado de t; e w representa a amplitude do suavizador, escolhido distante
dos extremos do intervalo (1/n,2).

4.10 Modelos Aditivos Generalizados

Os modelos aditivos generalizados sao definidos pela componente aleatéria dos
MLGs e uma componente sistematica da forma

p

glp) =n=B+>_ fixz)),

Jj=1
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com as restricoes E{fj(x;)} =0 para j =1,...,p, onde os fj(x;) sao fungoes
nao-paramétricas a serem estimadas.

Assim, a estrutura linear Z§:1 Bjx; do MLG é substituida pela forma
nao-paramétrica Z?Zl fj(xz;). As funcoes fj(z;) sdo estimadas através de
um suavizador de espalhamento dos dados (y,x;), denotado no ponto x;; por
S(y|xij), j: 1,...,p, 1= 1,...,n.

O suavizador mais usado tem a forma linear S(y|z;;) = a;; + Bijxij, onde
aij e I;ij, sao, respectivamente, as estimativas do intercepto e da declividade
na regressao linear simples ajustada somente aos pontos (ye, zej) em alguma
vizinhanga IV;; de x;;. Pode-se considerar vizinhangas simétricas do tipo N;; =
{a;(i,r)j, T ,x(Hr)j}, onde o parametro r determina o tamanho de IV;;.
Tem-se

bij= Y (ej—Tijlye) Y (wej — Tij),

Lej€Nij LejENj
ij = Y; — bijTij,
onde 7;; ¢ a média dos valores em z.; em N;; e 7, ¢ a média dos y's corre-
spondentes.

Para estimar os f;j(z;) no modelo normal-linear utiliza-se o seguinte algo-
ritmo:

1. Inicializar f(zy) =0, Vi,je 3=7;
2. Fazer j = 1,...,pei=1,...,n e obter os residuos parciais definidos
por

p
Tij = Yi — B Z Ak(%’k)?

3. Calcular f;(z;;) = S(rj|zi;) ajustando uma regressao linear simples aos
pontos (7ej, Tej) pertencentes & uma vizinhanga N;; de ;;;

4. Quando SQR = > \{yi — 8- 25:1 fj(:nlj)}2 convergir para-se; caso
contrario, volta-se para 2.
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Observe-se que a cada etapa o algoritmo suaviza residuos versus a co-
variavel seguinte. Estes residuos sao obtidos removendo as fungoes estimadas
ou efeitos de todas as outras varidveis. Propriedades interessantes deste al-
goritmo sao discutidas por Hastie e Tibshirani (1986, 1987). A extensao do
algoritmo para os MLGs é baseada nas equagbes normais da regressao da
varidvel dependente modificada y* sobre X usando pesos W (Secao 2.4). O
algoritmo fica sendo:

1. Inicializar fij(z;;) = 0, j = 1,...,p, 8 = g(@), / = B1, @) e
H = H(y), sendo W = diag{(dp/n)> /V} H = dia {dn/du} e i =
A1+ H(y — B1);

2. Calcular os residuos parciais r7; = Wit — 51 — S fk(xk) para j =

ket
1,....p;
3. Obter fi(x;j) = S(rj/xij) através da regressdo linear simples sobre os
pares (rej, Tej) em Nyj, i =1,...,p;

~

4. Aualizar 3 = g(“00) iy = 34+ 300 filwy), @ = g7 (), H = H(p),
W =W(p) e =0+ H(y— )

5. Calcular o desvio D(y; i) do modelo usando as férmulas da Segao 2.7.1
como funcao de y e ji. Quando D(y; fi) convergir para-se; caso contrario,
volta-se para 2.

4.11 Modelos de Quase-Verossimilhanca

Nos modelos de quase-verossimilhanca as varidveis sao consideradas indepen-
dentes sem ser necessario especificar qualquer distribuicdo para o erro e a
componente sistematica é dada por:

E(yi) = pi(8),  Var(y;) = ¢Vi(wi).

Aqui os p}s sao fungoes conhecidas dos regressores, os Vs sao funcoes
conhecidas das médias desconhecidas (em geral V;(-) = V(-) ou Vi(-) = a;V (+))
para valores conhecidos dos als e ¢ é um parametro de dispersdo, possivel-
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mente desconhecido, podendo ainda ser uma funcao de regressores adicionais.
Usualmente u(3) equivale a componente sistemética do MLG.

Define-se a log-quase-verossimilhan¢a para uma unica observacao apenas
com a suposicao de existencia de sua média e de sua variancia, por

Q= Qi) = ; / (v — )V (). (4.16)

Para V(u) = k, g, p?, (1—p), p+p?/k e pu3, com k constante, e integrando
(4.16), conclui-se que, a menos de constantes, as quase-verossimilhangas sao
iguais aos respectivos logaritmos das distribui¢coes normal, Poisson, gama,
binomial, binomial negativa e normal inversa. Logo, os modelos de quase-
verossimilhanca sao equivalentes aos modelos lineares generalizados para es-
sas fungoes de variancia. Observe-se que a funcao de varidncia paramétrica
definida por Vy () = p*, A > 0, contém as variancias das distribuicoes normal,
Poisson, gama e normal inversa.

Wedderburn (1974) demonstrou que a log-quase-verossimilhanga tem pro-
priedades semelhantes a log-verossimilhanca

E{0Q/0) = 0, E{0Q/op)> = ~E{9Q/0>} = 1/[6V ().

Uma terceira propriedade importante entre os logaritmos da verossimil-
hanca £ e da quase-verossimilhanca (), supondo para ambos uma mesma fungao
de variancia, é dada por

—B{0*Q/0u*} < —E{0%0)0p?}. (4.17)

Se y seguir a familia exponencial (2.1) de distribui¢oes tem-se V() =
dp/df, e, portanto, Q = % J(y—p)dd. Como g = b'(6) entao Q tem expressao
idéntica & log-verossimilhanga da distribuigao de y. A igualdade em (4.17)
somente ocorre no caso de £ ser a log-verossimilhanca da familia exponencial.
O lado esquerdo de (4.17) é uma medida da informagao quando se conhece
apenas a relagao entre a variancia e a média dos dados enquanto o lado direito
¢ a informacao usual de Fisher obtida pelo conhecimento da distribuicao dos
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dados. A quantidade nao-negativa E{0*(Q — ¢)/0u?} é a informacdo que
se ganha quando, ao conhecimento da relacao variancia-média dos dados, se
acrescenta a informacao da forma da distribuicdo dos dados. A suposicao dos
dados pertencer a familia exponencial equivale & informacao minimal obtida
do simples conhecimento da relacao funcional variancia-média dos dados.

A log-quase-verossimilhanca para n observacoes ¢é igual a soma de
n contribui¢oes definidas por (4.16). As estimativas de maxima quase-
verossimilhanca B,..., Bp sao obtidas maximizando esta soma. Supondo que ¢
seja constante para as n observacoes yi, . . . , Yn, Obtém-se o sistema de equacoes
para os B’ s, que nao dependem de ¢

n

> (i — 1) (0pi /08:) / Vi (i) = 0. (4.18)

i=1

A maximizacao da log-quase-verossimilhanga generaliza o método de
minimos quadrados, que corresponde ao caso de V(u) constante. Pode-
se demonstrar (McCullagh, 1983) que as equagbes de méaxima quase-
verossimilhanca produzem as melhores estimativas lineares nao-tendenciosas, o
que representa uma generalizagao do teorema de Gauss-Markov. Os modelos
de quase-verossimilhanga podem ser ajustados facilmente usando o SPLUS,
GENSTAT, GLIM, BMDP ou SAS, na pior das hipdteses utilizando sub-
programas especiais.

Na andlise de dados na forma de contagens trabalha-se com o erro de
Poisson supondo que Var(y;) = ¢u;. O parametro ¢ é estimado igualando a
razao de quase-verossimilhancas 2{Q(y;y) — Q(y; 1)} aos graus de liberdade
(n — p) da x? de referéncia ou entdo usando a expressao mais simples

¢=(n—p)"> (v — 1)/
i=1

Os dados apresentarao super-dispersao se qg > 1 e sub-dispersao em caso
contrario. Similarmente, dados que apresentam duragoes de tempo com super-
dispersao podem ser modelados por Var(y;) = qﬁu? supondo ¢ > 1 e dados na
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forma de contagens com sub-dispersdo por V(i) = p+Au? (binomial negativa)
ou por V() = p+ M+ yu?. Para proporcoes usa-se V(u) = p(1 — p) ou
P (1= p)?.

A defini¢ao da log-quase-verossimilhanca (4.16) permite fazer comparagoes
de modelos com preditores lineares diferentes ou com fungoes de ligagao difer-
entes. Entretanto, nao se pode comparar, sobre os mesmos dados, fungoes
de variancia diferentes. Nelder e Pregibon (1987) propuseram uma defini¢ao
de quase-verossimilhanca estendida QT a partir da variancia e da média dos
dados, que permite fazer esta comparacao, dada por

Qt = —1/2210g{27f¢iv(yz’)} - 1/2213(%;%)/@,

sendo o somatdrio sobre todas as observagoes e a fun¢ao D(y; 1), denominada
de quase-desvio, sendo uma simples extensao do desvio do MLG, definida para
uma observagao por

D(y:p) = 2 / "y — )V (@) e,

isto é, D(y; 1) = 20{Q(y;y) — Q(y; 1) }. A fungao quase-desvio para os dados
iguala ), D(yi; fi;). Para as fungdes de variancia dos MLGs, a funcao quase-
desvio reduz-se aos desvios desses modelos.

A Tabela 4.2 apresenta log-quase-verossimilhangas para algumas fungoes
de variancia, com a excegao do escalar ¢, deduzidas integrando (4.16). Desta
tabela os desvios sao facilmente obtidos.

Agora admite-se o seguinte modelo de quase-verossimilhanca com fungao
de variancia paramétrica:

E(yi) = pi(B),  Var(y;) = ¢Va(pi),

onde A é um parametro desconhecido na funcao de varidncia. Uma situagao
em que ocorre, naturalmente, a funcao de variancia paramétrica, corresponde
ao preditor linear n = X tendo uma componente aleatéria independente ex-
tra e de variancia A produzindo o preditor modificado n* = n+4¢. Até primeira
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Tabela 4.2: Log-quase-verossimilhancas associadas as funcoes de

variancia
Fungao de Variancia V(u) Log-quase-Verossimilhanca Q(y; 1)
2
1A #0,1,2) ™ (15 - 45)
p(1— ) ylog (1) + log(1 — )
P2 (1 — p)? (2y — 1) log (%ﬂ) .,
p+p?/a ylog (ﬁ) + alog (%ﬂ)

ordem, obtém-se a média e a variancia modificadas E(y)* = p + edu/dn e
Var(y)* = ¢V (u) + M(du/dn)? e, portanto, a fungio de variancia torna-se
parametrizada por A. Uma outra situagao ocorre quando a variavel resposta
y representa a soma de variaveis i.i.d. cujo nuimero de varidveis é também
uma variavel aleatéria de média p e variancia V(u). E facil verificar que os
parametros extras que aparecem na funcao de variancia de y incluirao os dois
primeiros momentos das variaveis i.i.d.

Para um valor fixo de A pode-se ainda utilizar as equagoes dadas em (4.18)
para obter as estimativas de méxima quase-verossimilhanca dos 3's. A esti-
mativa de \ corresponderd ao maior valor da quase-verossimilhanca estendida
maximizada tratada como funcao de A, obtida de QT ()), ou ainda ao menor
valor do desvio estendido —2Q"()\) dado por miny —2Q*()\). Seria melhor
maximizar conjuntamente Q1 em relacio a 3 e )\, embora este processo ex-
ija o calculo da funcao escore em relagao ao parametro A, o que é bastante
complicado.

Considera-se agora uma classe de modelos de quase-verossimilhanga com
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parametro de dispersao nao-constante
n=g(p)=Xp, 7=h(p)=2y, (4.19)

onde u; = E(y;), Var(y;) = ¢;V (i), X e Z sdo matrizes n X p e nx ¢ de posto
completo p e q, 8 e v sao vetores de parametros desconhecidos de dimensoes
p X 1 e g x 1, respectivamente, com g(-) e h(-) fungoes de ligagdo conhecidas.
Para 7 fixo pode-se utilizar (4.18) para obter as estimativas de méxima quase-
verossimilhanca dos 3’s e, entao, 7 serd escolhido visando maximizar a quase-
verossimilhanca estendida maximal Q*(v) como funcao de . A estimativa de
~y serd o valor correspondente ao maior valor QT (). A idéia basica é usar Q*
como o andlogo da log-verossimilhanga para se fazer inferéncia sobre 5 ou .
As componentes quase-escore sao dadas por
U =0Q7 /05 = XTWH(y — ), UF=0y=37"L(D ),

onde W = diag{¢™'V()~'¢g'(n)%}, H = diag{¢p?h'(n)""'} ¢ D =
(D(y1;p11)s -+ s D(yn; tn))T. As estimativas de quase-verossimilhanca de /3 e
~ sao obtidas resolvendo o sistema nao-linear resultante da igualdade de UE e
Uj ao vetor nulo. Demonstra-se (Cordeiro e Demétrio, 1989) que as equagdes
nao-lineares para o cédlculo simultaneo de B e v podem ser dadas na forma
iterativa

5 X 0 = w 0
X‘(o Z>’W_<o 1/20)’

~_ (H 0 _(n g Y1
(5 ) (D) (ph).

C = diag{¢~2h/(¢)2}. A matriz C tem elementos obtidos da aproximacio
de primeira ordem E{D(y;u)} = 0.

onde

Assim, ajustar o modelo de quase-verossimilhanca (4.19) aos dados equiv-
ale a calcular repetidamente uma regressao linear ponderada de uma variavel
dependente modificada §* sobre uma matrix X de dimensao 2n x (p+¢q) usando
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matriz de pesos W que também se modifica no processo. A implementacio
de (4.20) pode ser feita usando os softwares ji citados nesta segao. FEstas
mesmas equagoes (4.20) continuam vélidas para os modelos lineares general-
izados duplos que sao definidos pela componente aleatéria (2.1) e pelas duas
componentes sistemdaticas dadas em (4.19).

4.12 Modelos para Analise de Dados de Sobre-
vivéncia

Nesta secao serao apresentados alguns modelos usuais para anélise de dados em
que a varidvel resposta é o tempo de sobrevivéncia. Por exemplo, o tempo que
um certo tipo de maquina demora para quebrar ou o tempo de sobrevivéncia de
um paciente submetido a um determinado tratamento. Geralmente esses dados
apresentam uma, caracteristica especifica chamada de “censura”, em virtude
dos estudos terminarem quase sempre antes de se conhecer o resultado final de
todas as unidades amostrais. No caso do tempo até a quebra de um certo tipo
de méquina, é possivel que o mesmo nao seja conhecido para algumas unidades,
pois as andlises podem terminar antes da quebra de algumas maquinas. Os
tempos dessas maquinas sao tratados como censuras. Mesmo assim, esses sao
incorporados nos modelos de andlise de sobrevivéncia.

O tempo de sobrevivéncia pode ser descrito formalmente através das
seguintes fungoes: (i) f(t), a densidade de probabilidade do tempo de so-
brevivéncia; (ii) S(¢), a fungao de sobrevivéncia, onde S(t) =1 — F(t), sendo
F(t) a funcao de distribuicao acumulada de ¢; (iii) h(t), a funcao de risco, que
¢ uma medida do risco instantaneo de morte no tempo t, sendo definida por
h(t) = F'(1) /{1 - F(t)}.

Conhecendo-se apenas uma dessas fungoes tem-se diretamente as outras
duas. Por exemplo, para a distribuigao exponencial com S(t) = exp(—At),
fica claro que a funcéo de risco é constante e dada por h(t) = A. Para a
distribuicdo de Weibull tem-se h(t) = at®~1; logo, S(t) = exp(—t%). A funcio
de risco nesse caso cresce com o tempo se a > 1 e descresce se a < 1. O livro
de Cox e Oakes (1984) apresenta um estudo completo da anélise de dados de
sobrevivéncia.
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4.12.1 Modelos de riscos proporcionais

Em geral, a fungao de risco depende do tempo e de um conjunto de covariaveis,
possivelmente, dependentes do tempo. O caso mais freqliente engloba uma
componente que s6 depende do tempo, multiplicada pela componente dos
efeitos das covariaveis. Esse modelo, denominado de riscos proporcionais com
efeitos multiplicativos (vide Cox, 1972), é expresso por

h(t; z) = \(t) exp(zT 3), (4.21)
onde # = (4,... ,ﬁp)T é um vetor de parametros desconhecidos associados as
covaridveis de = (z1,...,7,)T, A(t) é uma fungdo nio-negativa do tempo e

n = 273 é o preditor linear.

O modelo (4.21) implica que o quociente dos riscos para dois individuos
num tempo qualquer, depende apenas da diferenca dos preditores lineares
desses individuos. A funcdo de sobrevivéncia fica agora dada por

S(t;) = exp{—A(t) exp(a” B)}. (4.22)

onde A(t) = ffoo A(u)du. Similarmente, a densidade de probabilidade de
t fica expressa na forma

f(t;x) = A'(t) exp{n — A(t) exp(n)}.

A distribuigao do tempo de sobrevivéncia t do modelo acima pertence a familia
exponencial nao-linear, mas nao a familia (2.1). Em particular, E{A(t)} =
exp(—n) e Var{A(t)} = exp(—2n).

A estimagao dos (s para uma fungdo A(t) especificada foi desenvolvida
por Aitkin e Clayton (1980). Admite-se durante o tempo de obtencao dos
dados, que foram registrados os tempos de morte de n — m individuos e os
tempos de censura de m individuos. Seja uma varidvel dicotomica y; que
assume valor um se o individuo z; morreu e valor zero se esse foi censurado no
tempo t;. Logo, um individuo que morreu no tempo t¢; contribui com o fator
log f(t;; z;) para a log-verossimilhanca ¢(3), enquanto um individuo censurado
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em t; contribui com log S(¢;; x;). A fungao ¢(5) reduz-se a

(B) =Y fwilog f(tsa:) + (1 —y:)log S(ts; i)},

j=1

que pode ser expressa numa forma mais conveniente usando (4.22) como

n n

(p) = Z(?/i log pi — ;) + Zlog{)‘(ti)/A(ti)}v (4.23)

j=1 j=1

onde p; = A(t;) exp(n;). A segunda soma de (4.23) nao depende dos f's e,
portanto, (4.23) tem a mesma forma da log-verossimilhanga de um modelo
de Poisson com n observacoes independentes y1,...,yn, médias pui,..., tn, €
preditores lineares que sao dados por n; = log A(t;), i =1,...,n.

As estimativas de méaxima verossimilhanca para os (3's podem ser obtidas
pelos sistemas GLIM e S-PLUS, ajustando aos dados binérios y; um modelo
log-linear com “offset” log A(¢;). A estimagao, em geral, ndo serd um processo
simples, pois o “offset” e log{\(¢;)/A(t;)} podem conter os parametros descon-
hecidos definidos em A(t). Inferéncia sobre os 3's é feita da maneira usual.

A Tabela 4.3 apresenta trés modelos usuais para o tempo de sobrevivéncia.
O modelo exponencial com A conhecido pode ser ajustado diretamente. Se
A nao for conhecido, a sua estimativa de maxima verossimilhanca ¢é igual a
(n—m)/> " | tiexp(n);), mas os preditores estimados dependem do “offset”,
que envolve A. Um processo iterativo de estimacao conjunta de X e dos (#'s
pode ser realizado interagindo a estimativa de méaxima verossimilhanca de A
com as estimativas dos parametros do modelo log-linear de “offset” log(At)
especificado. Entretanto, se nao hé interesse em conhecer a estimativa de A, o
termo log(A) do “offset” pode ser incorporado & constante do preditor linear
7;, ficando o modelo log-linear na forma log p; = log t; +n;, com “offset” dado
por log t;.

Para o modelo de Weibull com « desconhecido, a estimativa de maxima
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verossimilhanca de « é dada por

n

&= (n—m)/Y (fui —yi)log t;. (4.24)
=1

Admite-se uma estimativa inicial para « e ajusta-se a y, um modelo log-linear
com “offset” alog t. De (4.24) reestima-se «, continuando o processo até a
convergéncia.

Tabela 4.3: Alguns modelos usuais para a andlise de dados de

sobrevivéncia
Modelo A(t) densidade “offset”
exponencial A Aexp{n — Atexp(n)} log(\t)
Weibull at! at®ltexp{n —t*exp(n)} alogt
valor-extremo «exp(at) «aexp{n—t*exp(at+n)} at

O modelo de valor extremo pode ser transformado no de Weibull com a
transformagao exp(t), no lugar de t.

4.12.2 Riscos proporcionais de Cox

Cox (1972) iniciou uma fase importante na analise de dados de sobrevivéncia,
definindo uma versao semi-paramétrica para o modelo de riscos proporcionais
dado em (4.21). Em vez de supor que A(t) é uma fungao regular de ¢, Cox
definiu A(t) como sendo uma funcao arbitraria de t, que assume valores ar-
bitrarios nos tempos em que ocorreram as falhas (mortes), porque a funcao de
risco definida nesses intervalos nao contribui para a log-verossimilhanca dada
em (4.24). Note que a estimativa  depende somente de A(t) definida nos
tempos em que ocorreram as mortes.

Considere inicialmente os tempos de falhas t1, to, . . . , tx como sendo distin-
tos, sem a ocorréncia de empates. Seja R(t;) o conjunto de risco imediatamente
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anterior a 5, isto é, o conjunto de individuos para os quais a falha nao ocorreu
antes de ¢;. Entao, dado que ocorreu uma falha no tempo ¢;, a probabilidade
segundo o modelo (4.21), dessa falha ter ocorrido com o i-ésimo individuo, é
dada por

p__ADep@ls) _ expa]p)
Y Awen@ls) Y enals)
SER(t;) sE€R(t;)

onde o somatério é sobre o conjunto de risco R(t;),

A log-verossimilhanca (parcial) log P; pode ser expressa na forma expo-
nencial dada em (2.1), considerando como resposta o vetor de covaridveis do
individuo que falhou em ¢;, e como fixo o conjunto de covaridveis de todos os
individuos pertencentes a R(tj). Dessa forma, denotando por y; a resposta
para esse individuo, tem-se

log Pj=y/B—logd Y  exp(alB)y,
sER(tj)

que equivale a familia exponencial de distribuicoes com parametro candénico
B e b(B) =log{>_,exp(zTB)}. A média (condicional) e a funcdo de variancia
sao, respectivamente, definidos por () e b”(3). Entretanto, essa forma sim-
plificada para log P; nao é adequada do ponto de vista computacional, em
particular no sentido de se aplicar o processo iterativo, definido na Secao 2.4
para a obtencao de B. Aqui a fungao de variancia b”(3) nao é uma fungao
explicita da média, dificultando a adaptagao do processo iterativo definido por
(2.11).

Em McCullagh e Nelder (1989) ha uma discussao sobre métodos iterativos
para a estimacao de . Whitehead (1980) mostra que a maximizagao da log-
verossimilhanca conjunta L(5) = ) log P; ¢é equivalente a maximizacao de
uma log-verossimilhanca de n variaveis de Poisson independentes. Note-se
que se R(t;) tem M + 1 elementos, para todo j, entdao £(/3) coincide com
a log-verossimilhanga definida em (4.23) para o modelo logistico condicional
aplicado aos estudos com dados emparelhados.

O principal problema que aparece nas aplicacoes do modelo de Cox é a
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ocorréncia de empates entre os tempos t;-s. Em situacoes experimentais que
envolvem a aplicacdo de drogas em animais, geralmente o tempo de sobre-
vivéncia desses animais é contado em dias, sendo inevitavel a ocorréncia de
empates. Em outras situagOes praticas, esse problema também aparece com
uma certa frequéncia.

O complicador nesses casos é que a log-verossimilhanga ¢((3) pode ficar
expressa numa forma bastante complexa, tornando proibitiva a aplicagdo de
qualquer processo iterativo para estimacao dos 3's. Para ilustrar, suponha que
os individuos z1 e xo falharam no mesmo tempo; logo, a probabilidade real
de ocorrerem essas falhas no tempo ¢; ¢ igual a probabilidade do individuo z;
ter falhado antes do individuo x9, mais essa mesma probabilidade no sentido
inverso, isto é,

P.Real) = exp(a7 B) ' exp (22 3)
j(veal) = GXP(CL“Zﬁ)
se%(;j) Y exp(alB) —exp(ai )
seR(t;)
N exp(zd 3) . exp(z1 )
exp(a{ )
SERZ(tj) > exp(alf) — exp(3 )
sER(t;)

Cox (1975) mostra que toda a teoria usual para a estatistica da razao de
verossimilhangas continua valendo para os modelos de riscos proporcionais.

4.13 Modelos Lineares Generalizados com Cova-
riaveis de Dispersao

Jorgensen (1987) definiu a classe dos modelos de dispersdo, inicialmente de-
nominada classe estendida de MLGs (Jgrgensen, 1983), considerando um con-
junto de variaveis aleatérias Y7,...,Y;, com cada Y; tendo funcao densidade
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(ou fungao de probabilidade) na forma
™(y; O, ¢) = exp{dt(y, O1) + c1(y, d)}, (4.25)

onde t(-, -) e c1(-, -) s@o fungbes conhecidas. Consideramos que ¢ (¢ > 0) é
constante para todas as observagoes embora, possivelmente, desconhecido. De-
nominamos ¢! de parametro de dispersdo e ¢ de parametro de precisdo. Se-
gundo Jgrgensen (1983) os modelos definidos em (4.25) incluem a possibilidade

de erros correlacionados. Entretanto, se as varidveis aleatorias Y7, . .., Y, forem
independentes, com cada varidvel tendo uma distribuigdo da forma (4.25), a
distribuicao conjunta de Y7,...,Y,, serd também da forma (4.25).

Fazendo t(y,0) = yf — b(f) em (4.25), obtemos a subclasse dos modelos
exponenciais de dispersao (Jorgensen, 1987) ou MLGs. Para ¢ conhecido, os
modelos exponenciais de dispersao pertencem a familia exponencial de dis-
tribuigoes, sendo 6 o seu parametro canonico. Se ¢ for desconhecido, estes
modelos podem ou nao pertencer a familia exponencial de distribui¢tes index-
ada por dois parametros.

Barndorff-Nielsen e Jgrgensen (1991) definiram uma subclasse de modelos
de dispersao, onde a funcao c1(y, ¢) em (4.25) é aditiva, da forma dy (y)+da2(¢),
os quais sao denominados modelos proprios de dispersao. Estes modelos ap-
resentam duas propriedades importantes. A primeira mostra que a estatistica
t(y,0) é uma estatistica pivotal para 6, isto é, a distribuicao de t(y,6) nao
depende de 6 para ¢ conhecido. A segunda revela que, para 6 conhecido,
a fungao densidade (ou probabilidade) definida em (4.25) pertence & familia
exponencial uniparamétrica sendo t(y, §) uma estatistica canonica.

Sejam Y7,..., Y, um conjunto de n varidveis aleatérias independentes com
cada Yy tendo funcao densidade (ou fungao de probabilidade) na familia ex-
ponencial

7(y; 01, o) = exp[di{yd — b(01) + c(y)} + di(y) + d2(¢n)], (4.26)

onde b(-), ¢(+), di(-) e da(-) s@o fungdes conhecidas e 0; e ¢; sao, respectiva-
mente, os [-ésimos elementos de 6 e ¢, vetores de dimensao n x 1. A média
e a variancia de Y; sao E(Y;) = p; = db(6;)/d; e Var(Y;) = ¢l_1V1, onde
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V =du/df e § = [V~ldu = q(u) é uma fungdo conhecida univoca de p. A
componente sistemética usual para a média é f(u) = n = X3, onde f(-) é
a funcdo de ligacdo, n = (1,...,m,)" é o preditor linear, X é uma matriz
conhecida n X p de postop <ne = (0,... ,ﬁp)T é um vetor de parametros
desconhecidos a ser estimado. Os parametros 6; e qﬁl_l > (0 sdo chamados de
parametros canonico e de dispersao, respectivamente. Ambos os parametros
variam sobre as observagoes através de modelos de regressao. Para as dis-
tribuigbes normal, gama e Gaussiana inversa, as médias e as variancias sao
Gl_l, —91_1, (—26,)"1/2 e gZ)l_l,qSl_luf e qulu:f, respectivamente.

Definimos a componente sistematica do vetor de parametros de precisao

¢ = (¢1,...,0n)" como
9(¢) =7 =57, (4.27)

onde 7 é o preditor linear da dispersio, S = (s1,...,8,)7, com s =
(si1,---,81p)T, 6 uma matriz n x ¢ de posto g (¢ < n) representando as varidveis
independentes que modelam a dispersao e v = (71, ... ,'yq)T é, também, um
vetor de parametros desconhecidos. O MLG com covaridveis de dispersao tem,
portanto, dois preditores lineares: n — o preditor linear da média e 7 — o pred-
itor linear da dispersdo. Ambas f(-) e g(-) s@o fungdes um a um conhecidas
e duplamente diferencidveis. A funcao g(-) é chamada de fungao de ligagao
da dispersdo. Assume-se, também, que 3 é independente de . Temos, entéao,
p + g parametros a serem estimados.

Considere a log-verossimilhanca total como funcao de (3 e ~

= > [o{wibr — b(0) + ()} + di () + da(en)],
=1

sendo o vetor de dados y = (y1,. .. ,yn)T fixado, onde ¥; denota o valor ob-
servado da varidavel aleatéria Y;. Na expressao acima, 6 estd associado a (3
através da funcao de ligagao f(-) (0 é uma fungao de p) e ¢ esta relacionado
com ~y através de g(-).
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Denotamos a funcao escore total por

oU(B3,v)/98
LB, ) /0,

U=U(B,7) =

cujas componentes sao

00(B,7)/08 = XTOW2V=12(y — 1) e 9U(B,7) /0y = ST ®1v,

onde ® = diag{¢1,...,0n}, W = diag{wi,...,w,} com w; =
Vi Y dw/dm)?, V = diag{V,...,V,}, &1 = diag{dy,...,d1,} com ¢y =
Ai/Omy e v = (v1,...,v,)" com vy =y — b(6)) + c(y1) + Oda (1) /O

A particdo (87,+7) induz uma correspondente matriz de informagao par-
ticionada para estes parametros. A matriz de informacao total de Fisher
K = K(8,7v) pode ser deduzida de E{U(3,v)U*(3,7)}. Esta matriz é bloco-
diagonal dada por

Kgp 0

K(B,7) =
0 K’Y:’Y’

onde Kgg = XTWoX e K, = —STDy®3S, sendo Dy = diag{dai,...,dan},
doy = 02da(¢n) /097 e B2 = diag{d?,,...,¢2,}, sdo as matrizes de informagao
para 3 e vy, respectivamente. Os parametros 3 e v sao globalmente ortogonais

e suas estimativas de maxima verossimilhanca sao assintoticamentes indepen-

dentes (Cox e Reid, 1987).

Os estimadores de maxima verossimilhanca 8 e 4 podem ser calculados
através do processo iterativo escore de Fisher, resolvendo as seguintes equacoes

m+D) m)

+ K=ty m), (4.28)

,Sl(m-i-l) 2~ (m)

As equagdes (4.28) implicam na solugao iterativa do sistema de equagoes

XTW(m)Xp(m—i—l) _ XTW(m)g*m’
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onde
_ X 0 . W 0
X = 5 W = )
0 -8 0 Dy®?
~ W_1/2V_1/2 0 &
(P == s p e
0 —-Dyto! 7y
€
n |y
y = + : (4.29)
T v

Em geral, temos que fazer a regressao da varidvel dependente modificada
dada por (4.29) na matriz modelo X usando os pesos modificados definidos
por W. A varidvel dependente modificada §* também varia durante o proced-
imento iterativo e deve ser recalculada em toda repeticao. O ajuste do modelo
com covaridreis de dispersao no GLIM é feito usando quatro macros, definindo
o modelo pelo usudrio. O procedimento inicial é feito pela escolha de valores
arbitrarios para 3 e 7.

4.14 Modelos Lineares Generalizados com Super-
dispersao

Na prética o fendomeno de super-dispersao nao é incomum, e foi considerado
amplamente na literatura, particularmente em relacao as distribuigoes bino-
mial e Poisson. Pelo termo de super-dispersao queremos dizer que a variancia
da varidvel resposta excede a varidncia da varidvel nominal (McCullagh e
Nelder, 1989). A incidéncia e o grau de super-dispersao encontrados depen-
dem do campo de aplicacdo. Ha diferentes causas de super-dispersao. Em
algumas circunstancias a causa pode ser do processo de coleta de dados, cor-
relacao entre respostas individuais e variaveis omitidas. Uma conseqiiéncia da
super-dispersao ¢ que os erros-padrao das estimativas do modelo estarao in-
corretos e, também, que os desvios serao muito grandes conduzindo a selecao
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de modelos complexos. O problema da super-dispersao ¢ facil de reconhecer
mas dificil de estudar em generalidade. Aplicando os MLGs com uma relagao
variancia-média especificada e com um parametro de dispersao multiplicativo,
muitas vezes obtém-se um ajustamento do modelo onde a varidncia é maior
do que o preditor da média.

Dey et al. (1997) definiram uma classe de MLGs com super-dispersao
onde as varidveis aleatérias Y7, ...,Y, sao independentes e cada Y; tem densi-
dade (ou fungao de probabilidade) com dois parametros pertencente a familia
exponencial

m(y; 1, ) = A(y) exp{(y — W (1, ¢) + 6T (y) + V(i 0)},  (4.30)

onde A(-), T(-) e ¥(,-) so funcbes conhecidas e (") = 9p™+5(u, ¢) /O™ 0¢°.
A média e a variancia de Y sio E(Y) = p e Var(Y) = @07 ¢ a média e
a variancia de T(Y) sdo E{T(Y)} = =4OV ¢ Var {T(Y)} = -2, Além
disso, Cov(Y, T'(Y)) = 0.

Gelfand e Dalal (1990) mostraram que se (4.30) ¢é integravel em relagao a
y e se a fungao T'(y) é convexa, tendo a média y fixa, entdao a Var(Y') aumenta
com ¢.

A familia exponencial uniparamética é obtida de (4.30) com ¢ = 0, con-
duzindo a forma

m(y; ¢,0) = A(y) exp{yt — b(0)},
onde § = 19 (1, 0) e b(8) = (1, 0) + 0 (11, 0).

Considera-se MLGs com super-dispersao que tém duas componentes sis-
temdticas que sdao parametrizadas como f(u) =n = X3 e g(¢) =7 = S,
onde X e S sdo matrizes n X p e n X ¢, de postos p e ¢, respectivamente,
B=B,....0)T ey = (71,...,7)T sdo vetores de pardmetros desconheci-
dos a serem estimados. Considera-se que f(-) e g(-) sdo fungdes mondtonas
conhecidas e diferencidveis e que [ é independente de v. A funcao g(-) é uma
funcao de ligacao adicional chamada de fungdo de ligacao de dispersao. O
MLG é baseado na familia exponencial (2.1) de um parametro assumindo ¢
fixo onde # = q(u) é o pardametro natural, p = dZ—(;) ¢ amédia e ¢ é o parametro
de precisao comum para todas as observacoes, embora possivelmente descon-
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hecido. As tnicas distribuigoes continuas da forma (2.1) sdo baseadas nas
distribui¢oes normal, gama e Gaussiana inversa.

Note-se que a familia de distribuigdes em (2.1) é uma sub-familia sim-
ples de (4.30) e difere desta no sentido de que tem uma forma geral de dois
parametros para modelos exponenciais, enquanto (2.1) é apenas um modelo
exponencial de um parametro # quando ¢ é mantido fixo. Entretanto, como
um modelo de dois parametros (6, ¢), (4.30) ndo tem a forma do modelo ex-
ponencial. Deste modo, o MLG com super-dispersao, como definido acima, é
uma extensao dos MLGs.

Para um determinado MLG com super-dispersao o objetivo é calcular as
estimativas dos parametros 3 e v simultaneamente, desde que eles representam
os efeitos das varidveis explicativas da média e do parametro de dispersdo,
respectivamente. Denotamos a amostra aleatoria por y1,...,y, € a funcao de
log-verossimilhanca total por

0B,7) = > A=) ™0 (1, 1)+ & T () + (i, di) 3+ log Aly). (4.31)
=1

=1

Esta funcao é suposta regular (Cox e Hinkley, 1974; Capitulo 9) com
relacao as derivadas em [ e « até terceira ordem. A inferéncia sobre § e «
pode ser feita através do método de verossimilhanca, analogos aos dos MLGs
com covaridveis de dispersao (Cordeiro e Botter, 2000). O vetor escore é dado
na forma

9L(B,7)
op XT¢(2’O)M1(?J - M)
U=U(B,vy) = o0 = , (4.32)

(67 f}/) ST¢1V
9y

onde y —p = (y1 = p1, -+ Yn — )" € v = (v1,...,0,)" com vy = Y (ye —

d’ d’
we) + T(ye) + ¢é0’1). E mais, m; = d'uil e gy = dgbil sao, respectivamente, as
i T

derivadas das funcées de ligacdo inversas = f~1(n) e ¢ = g~ (7), i=1,2
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el =1,...,n. Definimos, também, as seguintes matrizes diagonais n X n :

M; = diag{m1,...,my} e ®; = diag{¢i1,..., ¢} para i = 1,2 e (20 =
. 2,0 2,0 . 0,2 0,2

d1ag{@b§ ),...,1/),(1 )} e (02 = d1ag{w§ ),..., 7(L )}.

A particio (87,9")7 induz uma matriz de informacdo total para estes
parametros que sao de interesse para a inferéncia de verossimilhanga. A matriz
de informagao bloco-diagonal é dada por

Kgp 0
K(B,7) = , (4.33)
0 K"/v’Y

onde Kgg = XTw(Q’O)MfX e K, = ST¢(0’2)<I>%S sdo as matrizes de in-
formacao de (3 e -y, respectivamente. Deste modo, os parametros 5 e 7y sdo
ortogonais e suas estimativas de maxima verossimilhanca 5’ e 4 sao assintoti-
camente independentes.

As EMVs 5’ e 4 satisfazem equacoes nao-lineares U (B, 4) = 0 que derivam
de (4.32) e que podem ser resolvidos pelo método escore de Fisher. Com
isso, Cordeiro e Botter (2000) obtiveram as seguintes equagoes para estimar
iterativamente (3 e ~y

XTw(Q,O)(m)Ml(mPXIB(m—i-l) _ XTw(ZO)(m)Ml(m)?Egm)’
(4.34)

2 2
STw(OQ)(m)(I)gm) S,Y(m-l—l) _ STw(O,Q)(m)q)gm) 8gm)

)

onde €] =n + Ml_l(y —p)eeg =1+ ¢(0’2)_1<I>1_1 sdo vetores n x 1.

As equagbes (4.34) mostram que qualquer software contendo uma
regressao linear ponderada pode ser usado para calcular as estimativas 3 e
4. Em termos gerais, temos que fazer a regressao da variavel dependente

modificada (61

- ) sobre a matriz modelo (X S) com os pesos modificados
2
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definidos por
wEOME 0

0 pOIe

Este ciclo serd repetido até convergéncia. O procedimento de iteracao em
(4.33) é mais facil de ser executado usando o algoritmo em linguagem GLIM
seguindo as mesmas linhas descritas em Cordeiro e Paula (1989) e Cordeiro e
Demétrio (1989). Para definir o MLG com super-dispersao no GLIM usa-se a
diretiva que declara o préprio modelo do usuario por quatro macros. O inicio
do procedimento é executado escolhendo valores arbitrarios para 3 e +.

4.15 Exercicios

1. Ajustar um modelo de regressao aos dados do volume V' de arvores de
cereja preta em termos da altura A e do diametro D (Ryan et al., 1985)

apresentados abaixo:
8.300 11.200 13.700 17.900 8.600 11.300 13.800

70.00 75.00 71.00 80.00 65.00 79.00  64.00
10.30  19.90  25.70  58.30  10.30  24.20  24.90
18.00  8.800 11.400 14.000 18.000 10.500 11.400
80.00 63.00 76.00 78.00 80.00 72.00 76.00
51.50  10.20 21.00  34.50 51.00 16.40 21.40
14.20 20.600 10.700 11.700 14.500 10.800 12.000
80.00 87.00 81.00 69.00 74.00 83.00  75.00
31.70  77.00 1880 21.30 36.30 19.70  19.10
16.000 11.000 12.900 16.300 11.000 12.900 17.300
72.00 66.00 74.00 77.00 75.00 85.00  81.00
38.30  15.60 2220 42.60 18.20 33.80  55.40
11.100 13.300 17.500
80.00 86.00  82.00
22.60 2740  55.70

O <O <UOr<0r<0O»Jg

Fazer uma anélise desses dados via o modelo de Box e Cox (1964).

2. Analisar os dados seguintes (Freedman, Pisani e Purves, 1978) sobre a
admissao de estudantes em 6 cursos de graduacao da Universidade da
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Califérnia.

Homens Mulheres

Curso Inscritos Admitidos Inscritos Admitidos

A 825 512 108 89
B 560 353 25 17
C 325 121 393 134
D 417 138 375 131
E 191 53 393 94
F 373 22 341 24

3. Ajuste o modelo logistico linear simples ao seguinte conjunto de dados:

i 0 20 25 30 35 40
v 0 2 5 6 6 T
n; 7 8 8 8 8 8

4. (a) Mostrar que os 9 modelos hierdrquicos abaixo, correspondentes a
classificagao dos 4 fatores A,B,C e D nao tém forma fechada; (b) Verificar
ainda as expressoes dos graus de liberdade do desvio;

Classe geradora Graus de liberdade
AB, AC, BC, D IJKL-1J-JK-IK-L+I14+J+K

AB, AC, BC, CD IJKL-1J-JK-IK-KL+1+J+2K-1

AB, AC, BC, BD, CD IJKL-1J-JK-IK-JL-KL+I+2J4-2K+L-2
AB, AC, AD, BC, BD, CD IJKL-1J-IK-IL-JK-JL-KL+2(I+J+K+L)-3

ABC, BD, CD IJKL-IJK-JL-KL+J+K+L-1

ABC, AD, BD, CD IJKL-IJK-IL-JL-KL+14+J+K+2L-2
ABC, ABD, CD (1J-1)(K-1)(L-1)

ABC, ABD, BCD (IJ-J+1)(K-1)(L-1)

ABC, ABD, ACD, BCD (I-1)(J-1)(K-1)(L-1)

(c) Interpretar os modelos acima.

5. Demonstrar que para o modelo logistico-linear o desvio reduz-se a ex-
n

pressio Sp = —2 Y [jiglog fig + (1 — fu) log(1 — fir)].
=1
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6. Demonstrar que o desvio do modelo correspondente a hipétese de in-
teracao zero entre os trés fatores de uma classificagao de trés entradas
numa tabela I x J x K, é dado por:

Spo= 2> virlog yijk — > U+x108 Yk — D Yi+k 108 Yirk—

.3,k 3k ik
> it 108 Yijr + > yir 1108 ity + Y Yrji 10g yijit
i,J ( J

> yik10g Ypik — yyiy log y+++> ;
K

onde p = IJK — (I —1)(J — 1)(K — 1). Demonstrar que S, con-
verge em distribuicao para a varidvel X%Ifl)( J-1)(K—1) quando Y444

z

tende para oo, se e somente se, a tabela é perfeita, no sentido de que
ijk = Pt jh ittt/ Pttt Motk

7. Analisar os dados abaixo referentes a quatorze estudos retrospectivos
sobre a associacao entre o fumo e o cancer no pulmao.

Estudo 1 2 3 4 5 6 7
Pacientes total 86 93 136 82 444 605 93
com cancer nao-fumantes 3 3 7 12 32 8 5

total 86 270 100 522 430 780 186

controle nao-fumantes 14 43 19 125 131 114 12
Estudo 8 9 10 11 12 13 14

Pacientes total 1357 63 477 728 518 490 265
com cancer nao-fumantes 7 3 18 4 19 39 5
total 1357 133 615 300 518 2365 287

controle nao-fumantes 61 27 81 54 56 636 28

8. Analisar os dados abaixo referentes as freqiiéncias observadas de mogas
da Nova Zelandia por faixa etaria e pelo estagio de desenvolvimento do
busto (I = imaturo, 5 = completamente desenvolvido).
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Idade
10-10.99 11-11.99 12-12.99 13-13.99 14-14.99
1 621 292 132 50 27
Desenvolvimento 2 251 353 273 182 69
do busto 3 50 214 337 397 273
4 7 72 160 333 501
) 0 5 39 132 289

9. Analisar os dados abaixo referentes aos numeros de acidentes com mo-

toristas, sem acompanhantes, classificados por tipo e severidade do aci-

dente, peso do carro e estado do motorista apds o acidente.

classificagao do acidente

motorista jogado colisao capotagem
peso do carro para fora grave nao-grave grave nao-grave
sim 23 26 80 19
pequeno nao 150 350 112 60
sim 161 111 265 22
padrao nao 1022 1878 404 148

10. Analisar os dados seguintes relativos aos ntimeros de criancas do 1© grau
da cidade do Recife, classificadas por escola e pela renda familiar mensal
dos pais. As escolas A e B sao particulares e C, D e E sao piblicas. Os
dados foram coletados em junho/1985 (Cordeiro, 1986, Capitulo 6)

Escola 1-4 5-8 9-12

A

o O a «w

Renda familiar mensal em salario minimos

3
0
108
189
37

74 108
47 95
147 121
127 8

98 137

13 -16 17 ou mais
124 56
171 112
19 5
2 0
34 7




Capitulo 5

Outros Modelos de Regressao
Importantes

Neste capitulo descrevemos cinco tipos de modelos de regressao bastante usa-
dos na anélise de dados. Os modelos sao: modelos com matriz de covariancia
nao-escalar (Secao 5.1), modelo de regressao rigida (Sec¢ao 5.2), modelo nor-
mal nao-linear (Secao 5.3), modelos heterocedasticos (Segao 5.4) e modelos
autocorrelacionados (Secao 5.5).

5.1 Modelos com Matriz de Covariancia Nao-
Escalar

Considera-se o modelo de regressao

y=Xp+e, E(E)=0, Covle)=V¥= o1, (5.1)

onde ambos o2 e 1) sdo desconhecidos. No caso mais geral, 1 conterd n(n +
1)/2 — 1 parametros distintos, igual ao nimero de elementos da diagonal mais
metade daqueles fora da diagonal menos um, um sendo subtraido pois esta
fatorado em ¥ = ¢3. Dois casos especiais importantes de (5.1) sio os modelos

153
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heterocedasticos e os modelos de autocorrelagdo descritos nas Secoes 5.4 e
5.5, respectivamente. Se v for conhecido, o estimador de minimos quadrados
generalizado (EMQG) sera B = (XTI X)L X 9~y que é o estimador de
minima variancia na classe dos estimadores lineares nao-viesados de (3. Se
€ tem, também, distribuicdo normal, entao B é o EMV sendo de minima
varidncia na classe dos estimadores ndo-viesados. Adicionalmente, 62 = (y —
Xﬁ)Tz/J_l(y — XB)/n é o estimador viesado de o2. Se o interesse é testar a
hipétese nula de restrigoes lineares Hy : R3 = 0, onde R é uma matriz r X p
de coeficientes conhecidos, a estatistica

F =8TRTIR(XTy= X)'RT) " RB /162

tem distribui¢ao nula F;. ,,_,, que pode ser usada tanto para testar Hy quanto
na estimagcao restrita de intervalos para (.

Quando ¥ é desconhecido, situagdo mais comum na pratica, o EMQG
dado anteriormente é invidvel. Neste caso, pode-se formar o estimador

A~
A

B=XTY X)X Yy, (5.2)

onde a matriz de covariancia desconhecida 1 é substituida em (5.2) por um
estimador consistente @ZA) Como o ntimero de parametros desconhecidos em
¢ de ordem O(n), em geral restringe-se o nimero desses parametros supondo
que 9 é funcao de um vetor v de ¢ + 1 parametros desconhecidos.

Vamos considerar a estimacdo de méaxima verossimilhanca (MV) de 3, o2
e v no modelo

y=XB+e, e~ N(0,0%p(y)), (5.3)

onde enfatizamos em (5.3) que a matriz ¢ depende de um vetor ¢ x 1 de
parametros extras desconhecidos. A estimacdo de MV de 3 e o2 condicional
a vy produz os estimadores

Bly) = (XTp(y) ' X)X () y (5.4)

5(7)* = (y — XBY)) " (y) "y — XB())/n. (5.5)



Outros Modelos de Regressao Importantes 155

Usamos a notagao 5(7),&2(7) e ¥(v) acima para enfatizar a dependéncia
destas quantidades em «y. A log-verossimilhanca perfilada para ~y é

p(v) = —n log{5(7)*} —log{v(7)}. (5.6)

A maximizacao de (5.6), em geral, nao produz forma fechada para 4 e proced-
imentos iterativos devem ser usados para obter o EMV 7, e, entao, ¥ = ¥(7).
Os estimadores incondicionais de 3 e 02 sdo facilmente deduzidos de (5.4) —

(5.5) como = B(7) e 62 = 5(7)2.
Pode-se demonstrar que a matriz de informacao conjunta para 6 =
(BT, 02,v1)T ¢ dada por

o2 XTy~1X 0 0
1(0) = 0 e to72vec(y HTA |,
0 302 A vec(y™t) AT(p 1oy 1A

onde A = A(y) = vec (852(%)), ® representa o produto de Kronecker e o
operador vec (+) transforma as colunas de uma matriz em vetor.

No modelo (5.1), deseja-se agora testar a hipdtese geral

Hy:g(0) =0 wersus Hy:g(0)#0,

onde g é um vetor r x 1. Seja F' a matriz (p+ ¢+ 1) x r dada por F' =
A estatistica de Wald é definida por

dg9(0)T
90 -

W = g(0)T (FT1(0)~1F)1g(d),

onde 6 é o EMV irrestrito de 6, F' é a matriz F avaliada em 6 = 0 e I(0) ¢ a
informacdo em #. A distribuicdo nula assintética de W é x2.

Uma estatistica alternativa a de Wald é a estatistica escore de Rao que
envolve o EMV restrito 6. Seja U(#) a funcao escore para 0, i.e., U(f) = %9.

A estatistica escore para testar Hy é dada por

Sr=U@0)"16)"'U(),
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que, também, tem distribuicdo nula assintética igual a x2.

O teste da razao de verossimilhancas equivale ao uso da estatistica

w = 2{0(0) — £(0)}.

As trés estatisticas W, Sg e w tém propriedades assintéticas, em geral, equiv-
alentes. Em vérios modelos de regressao do tipo (5.1), os EMV restritos sao
mais faceis de serem computados, o que representa uma vantagem de Sr em
relacao a w e W.

Suponha agora que as restrigoes sao lineares apenas em [, ou seja, Hy :
RB =0 e que 02 e 1) sao conhecidos. Neste caso, as trés estatisticas de teste,
W, Sr e w sao idénticas e reduzem-se a

W =258z =w=g"RTR(XTy ' X)'RT|7'R3/0?,

onde § = (XTI X)L XTyp~1y 6 0 EMV de 8 quando v é conhecido.

5.2 Modelo de Regressao Rigida

O modelo de regressao rigida objetiva superar os problemas de multicolineari-
dade das variaveis explicativas adicionando-se uma pequena constante positiva
k aos termos da matriz X7 X. Outra alternativa para superar a multicolin-
earidade ¢é aplicar transformacoes do tipo Box e Cox as varidveis explicativas.
O estimador de regressdo rigida é obtido resolvendo-se (X7 X + kI) B =XTy,
que produz B* = (XTX + kI)7' XTy. Sejam Ay > Ay > -+ > Ap 0s autoval-
ores ordenados de X7 X e vy, ... , Up seus autovetores correspondentes. Pode-se

demonstrar que
P
(XTX+ED™ =D (N + k) o],
i=1

revelando que se X7 X é quase singular com Ap pequeno, entao, o menor
autovalor de X7 X + kI sera Ap + k e esta ultima matriz nao serd tao préxima
da singularidade.
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Sejam V e A as matrizes dos autovetores e autovalores de X7 X, ou seja,
V= (vi,...,vp) e A =diag{\1,...,\p}. O erro médio quadratico (EMQ) de
B* é dado por

EMQ(6) = tr(V (%)) + {B(5*) - BY {E(8") - B},

onde V(3*) = a?)WXTXW e W = V(A + kI)'VT. Tem-se, ainda, V(5*) =
a2V AVT onde Ay = diag{\i(\i+k) "2} e, entdo, tr(V(8*)) = S Ni(Ni+k) 2.
Mas $* = WXTX3, onde 3 = (XTX) ' X7y é 0 estimador de MQ de 3.

Assim,
E[{B(5*) - BYH{EB) - B} =BTV A VIS,
onde Ay = diag{k*()\; + k)~?}. Finalmente,

EMQ(5) =Y (A +7ik*) (N + k)72,

onde v = (y1,...,7p) = pTV.

Temos que a variancia de $* é uma funcdo decrescente de k enquanto
o seu viés é uma funcao crescente de k. Pode-se demonstrar que existe um
k tal que EMQ(3*) < EMQ(B) Esta é a principal justificativa do uso da
regressao rigida. Pode-se mostrar, ainda, que 3*73* < 573, Vk > 0 e que
5*T3* — 0 quando k cresce. Assim, o estimador de regressio rigida tende a

origem quando k cresce. Temos ainda que
S

* dovs

G Z; Y

onde d; = U;‘F XTy. Assim, determinando-se os autovalores e autovetores de
XTX, os estimadores de regressio rigida serdo obtidos para qualquer valor
de k. Define-se o trago rigido como um grafico de §* versus k para valores
crescentes de k. Quando k£ = 0, tem-se o estimador de MQ de 3. Com base
no trago rigido pode-se escolher como valor de k£ o ponto onde as estimativas
em [3* estao estabilizadas.
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5.3 Modelo Normal Nao-Linear

Até o inicio da década de 70 as principais técnicas desenvolvidas para os mode-
los de regressao nao-lineares se restringiam a suposicao de normalidade para a
varidvel resposta. Em 1972, Nelder e Wedderburn ampliaram a distribuigao da
variavel resposta para a familia exponencial de distribuigoes, definindo os Mod-
elos Lineares Generalizados. Mesmo assim, os modelos normais nao-lineares
continuaram recebendo um tratamento especial, surgindo diversos trabalhos
nas décadas de 70 e 80, destacando-se o livro de Ratkowsky (1983).

A principal caracteristica dos modelos nao-lineares é que eles sao deduzi-
dos a partir de suposigoes tedricas (quase sempre equagoes diferenciais) e os
parametros resultantes sao interpretaveis. Assim, aproximé-los pelos modelos
normais lineares, mesmo que sejam alcancados ajustes satisfatérios, prejudi-
caria bastante a obtencao de estimativas mais realistas dos parametros de
interesse.

Nem sempre os modelos normais nao-lineares sao expressos numa forma
paramétrica adequada, que facilite a convergéncia rapida dos processos itera-
tivos utilizados na estimacao dos parametros, sendo necessario procurar, em
muitos casos, uma parametrizagdo mais apropriada.

Embora as técnicas de diagndstico da regressao normal nao-linear sejam
simples extensoes das técnicas da regressao linear, as interpretacoes nao sao
diretamente aplicadas, particularmente em virtude dos residuos ordinarios nao
terem mais distribuigao aproximadamente normal. Isso levou ao desenvolvi-
mento de técnicas especificas de diagndstico para os modelos normais nao-
lineares (Cook e Tsai, 1985). Similarmente, as propriedades das somas de
quadrados contidas nas tabelas classicas de analise de variancia nao sao esten-
didas diretamente para o caso nao-linear. Entretanto, alguns pesquisadores
continuam construindo tais tabelas apds o ajuste de modelos nao-lineares e
utilizam apenas descritivamente os valores obtidos para a estatistica F.

A forma cléssica do modelo normal ndo-linear é dada por

yi = fi(Bix) +ei,i=1,...,n, (5.7)
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onde os ¢}s sao distribuidos normalmente com média zero e variancia constante
o?, as fls sao funcoes diferencidveis, 8 = (G, ... ,ﬁp)T contém os parametros
desconhecidos a serem estimados e © = (1, ...,7,)’ representa os valores de

q variaveis explicativas.

Esses modelos sao aplicdveis nas mais diversas dreas, tais como Ecologia,
Agricultura, Farmacologia, Biologia, etc. A seguir, serao citados dois modelos
nao-lineares com suas respectivas areas de maior aplicacao:

(i) Modelo para avaliar a mistura de duas drogas

Esse modelo é geralmente aplicado na area de Farmacologia e é dado por

y = a+ dlog{x1 + pxe + k(P$1332)1/2} +é,

onde ;1 e xo representam, respectivamente, as log-doses de duas drogas A e B,
0 é a inclinagdo comum da relagao log-dose-resposta, p é a poténcia da droga
B em relacdo a droga A e k representa a interacdo entre as drogas, sendo
interpretado da seguinte maneira: k£ = 0 significa que hé acao similar entre as
duas drogas, k > 0 representa sinergismo e k < 0 significa antagonismo.

(ii) Modelo de Von-Bertalanffy

Frequentemente aplicado na drea Ecolégica para explicar o comprimento
de um peixe pela sua idade. A forma mais conhecida desse modelo é dada por

y = a[l —exp{—d(z —7)}] +¢,

onde x representa a idade do peixe, o € o comprimento maximo esperado para
a espécie, § é a taxa média de crescimento e v é um valor nominal em que o
comprimento do peixe é zero.

5.3.1 Estimacao de maxima verossimilhanga

Sejam y1,...,y, variaveis aleatérias independentes com a estrutura dada em
(5.7). Sera apresentado a seguir o algoritmo de Newton-Raphson para a
obtencao da estimativa de minimos quadrados de (3, que coincide com a esti-
mativa de maxima verossimilhanca. Essa estimativa é obtida minimizando a
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funcao quadratica

S(B) = Z{yi —ni(B)}%,

onde n;(8) = fi(B;x). Expandindo S() em série de Taylor em torno de um
valor 50 até a segunda ordem, chega-se ao seguinte processo iterativo para

obter (:
B = Bm) 4 (XImT KM RN Ly ()} (5.8)

m = 0,1,..., onde X é a matriz Jacobiana da transformacio de n(8) em
(. Esse processo iterativo, também conhecido como algoritmo de Newton-
Raphson para o modelo normal nao-linear, deve continuar até que uma certa
norma, || B+ — 3™ ||< €, onde € é um valor arbitrario suficientemente
pequeno.

A convergéncia de (5.8) em geral depende dos valores iniciais para os
parametros do vetor (3. Isso pode evitar que problemas relacionados com a
estrutura paramétrica do modelo, tais como a nao-linearidade acentuada e/ou
mal condicionamento da matriz X, prejudiquem a convergéncia do processo
iterativo. Em Souza (1998) ha uma discussao detalhada do método de Newton-
Raphson e de outros métodos iterativos usuais em regressao normal nao-linear.
Ratkowsky (1983) sugere algumas técnicas para se obter valores iniciais para
os parametros de 3, as quais serao aplicadas a seguir para os modelos descritos
na secao anterior.

(i) Modelo para avaliar a mistura de duas drogas

Como « e § representam, respectivamente, o intercepto e a inclinagao
quando somente a droga A é considerada, pode-se utilizar como bons valores
iniciais as estimativas obtidas para esses parametros em pesquisas que en-
volveram apenas a droga A. Denotando tais estimativas por «aq e dg, os valores
iniciais para os demais parametros podem ser obtidos através das estimativas
de minimos quadrados do modelo linear simples

zo = pxo + 0t + €,
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onde zg = exp{(y — ap)/do} — x1,0 = kp'/? e t = (z129)/2.

Uma maneira alternativa, quando nao for possivel conhecer g e dg pela
forma acima, é através da fixacao de estimativas para p e k, com os demais
valores iniciais sendo dados pelas estimativas de minimos quadrados do modelo

y=oa+0t+e,

onde t = log{x1 + pox2 + ko(p0x1x2)1/2}. Se os valores obtidos nao levarem
(5.8) a convergéncia deve-se tentar novas estimativas para p e k e repetir o
procedimento.

(ii) Modelo de Von-Bertalanffy

O primeiro passo nesse caso é obter um valor inicial para «. Como este
parametro representa a assintota, ou o tamanho maximo esperado para a
espécie, um valor inicial razoavel para a pode ser oy = Ymax. Conhecendo ay
e substituindo o mesmo na parte sistemética do modelo, obtém-se a seguinte
relacdo: zp = 6 —dx, onde 6 = v6 e zp = log{1— (/) }. Logo, valores iniciais
para -y e 0 podem ser obtidos da regressao linear simples de log{1 — (y/ag)}
sobre z. Se as estimativas de ag,7y e dp nao levarem (5.8) & convergéncia,
deve-se tentar uma nova estimativa para « e repetir o procedimento.

5.3.2 Resultados assintoticos

Nesta secao serao apresentados os resultados assintoticos mais relevantes
relacionados com a estimacao e testes de hipoteses para o parametro § =
(B1,...,6,)T do modelo normal nao-linear.

A verossimilhanga do modelo (5.7), como funcao de 3, é expressa na forma
L(B) = (2n0®)~"/* exp{—5(8) /27 0°}.

A EMV 3 é obtida pelo processo iterativo dado em (5.8). Esta estimativa é
consistente e tem assintoticamente distribuicao normal p variada de média (3
e estrutura de variancia-covariancia K ! = ¢2(X7 X)~!(vide Jennrich, 1969).
Analogamente & regressiao linear, a estimativa mais usual para o2 é dada por
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s> = S(3)/(n—p), onde S(f3) é a soma de quadrados dos residuos do modelo

ajustado. Logo, um intervalo de 100(1-c)% para 3;, sera formado pelos limites
Bj £ taya(—k7)1/2,

onde 2,/ é 0 quantil (1-o/2) de uma distribuigao t de Student com (n-p) graus
de liberdade e —kJ7 é a estimativa do elemento (j,j) de K1

Uma regiao de aproximadamente 100(1-«)% de confianga para g foi pro-
posta por Beale (1960), e é formada pelos contornos de S(3) tais que

S(8) = S+ 2 Byl

Em particular, se L(3) for aproximadamente quadrética, a regiao de confianca
acima é bem aproximada por

(B - ﬁ)T(XTX)(B -B) < 52pr,nfp(0‘)>

onde F, ,_,(a) é o quantil (1-o) de uma distribuicio F e a matriz X é avali-
ada em (. Essa tltima expressao é uma adaptagao da regido de confianga da
regressao normal linear.

Para testar a hipdtese H : 8 € B, onde B é um subconjunto do espago
paramétrico, utiliza-se usualmente a estatistica da razao de verossimilhancas,
dada por

—2log A = nlog{S(B) — S(3)},

onde S(B) é a soma dos quadrados dos residuos para o modelo ajustado em
H. Sob essa hipdtese, a estatistica acima tem assintoticamente distribuicao
x% com (p —m) graus de liberdade, onde m = dim(B).

Uma estatistica alternativa para testar H é dada por

po (=0 {S() - 53}

(p—m) S(3)

que sob essa hip6tese tem, assintoticamente, distribuicao F' com (p —m) e
(n — p) graus de liberdade.
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5.3.3 Técnicas de diagnédstico

Exceto com relagao aos residuos, as técnicas mais usuais de diagndstico em
regressao normal nao-linear sao simples adaptagoes da regressao linear. Algu-
mas dessas técnicas serao apresentadas nesta se¢ao. No caso normal nao-linear
utiliza-se na deteccao de pontos mais afastados dos demais, possivelmente pon-
tos influentes, a matriz de projecao local dada por

H=X(XT"X)"'XT,

onde X é avaliada em (. Ao contrario da regressao linear, essa é uma matriz
de projecao local, pois depende de (3. Mesmo assim, o critério h;; > 2p/n
continua sendo adotado como guia para detectar pontos suspeitos de serem
influentes.

Os residuos ordindrios no caso normal nao-linear sao definidos por r; =
Yi — ni(ﬁ), i = 1,...,n. A distribuicdo desses residuos agora é intratdvel,
principalmente para pequenas amostras. Além disso, os mesmos em geral tém
esperanca diferente de zero e distribuicao dependendo fortemente dos valores
ajustados, o que pode levéa-los a nao refletirem exatamente a distribuicao dos
erros. Logo, nestes casos, os critérios de diagnodstico da regressao normal nao-
linear podem falhar. Por exemplo, um residuo muito diferente de zero, que
segundo os critérios da regressao linear seria um ponto aberrante, pode agora
nao ser, caso o valor esperado desse seja também substancialmente diferente

de zero.

Sera definido a seguir um novo residuo, que apesar de algebricamente ser
mais complexo, tem propriedades mais préximas daquelas do residuo ordinario
da regressao normal-linear.

~ A~

Ao expandir 7/(3) e n(3) por série de Taylor em torno de 3 até a primeira
e segunda ordem, respectivamente, Cook e Tsai (1985) encontraram a seguinte
aproximacao para r:

P (1= Hyr— X3 nWia - %(1 — H)ATWA, (5.9)
=1
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onde H é o projetor ortogonal em C(X) (subespaco gerado pelas colunas
de X), A = (-3 e W é uma matriz p X p com i-ésima face dada por

9
W; = (W&i)’ r,s=1,...,p.

Uma aproximacao quadratica para r é obtida substituindo a primeira
aproximagao linear para r e A, respectivamente, em (5.9), mostrando que

E(ry2x(I-H)f

C’ov(r,n(@)) ~ NNTq% — Var(r),

onde f é um vetor n x 1 de elementos f; = —%UQtT’(WZ‘) i=1,...,n, N
¢ uma matriz n X n cujas colunas formam uma base ortonormal em C*(X)
(subespaco gerado pelas colunas ortogonais a X) e Var(r) = NNTo?+ parte
positiva. Logo, a covariancia entre r e 7]([3) tende a ser negativa, o que pode
dificultar a interpretagao dos graficos padroes baseados em r.

Mostra-se que o segundo termo em (5.9) estd em C(X), enquanto o terceiro
termo estd em C'(W*), onde W* é um “vetor” n x p x p cuja (k,j)-ésima coluna
é a projecao de ij = (0*m/0BLOB;, - - -, 0?1/ 0BKOB;)T em C’*(f(), isto é,
(I — H)Xp;.

Logo, as contribuicoes desses dois termos, que possivelmente explicam os
problemas encontrados nas analises de diagnéstico baseadas em r, podem ser
removidas projetando-se r em C*(X, W*).

Sejam Hy e Hp os operadores de projecao ortogonal em C*(X,W*) e
C(W*), respectivamente. Utilizando (5.9), Cook e Tsai (1985) definiram o
residuo projetado

(I — Hy)r = (I —H)e— (I - Hye. (5.10)

O primeiro termo em (5.10) é a aproximagao linear para o residuo ordinario
r, enquanto o segundo termo reflete a perda de informacao necessaria para se
remover as componentes nao-lineares de (5.7). Se ¢ = posto(H1) for pequeno
em relagdo a (n — p), entdo essa perda também serd pequena.
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De (5.10) vem E{(I—H)r} =0, Var{(I—Hy)r} = o*(I—Hz) e E{rT(I—

Hy)r} = o%tr(I — Hs). Logo, uma estimativa alternativa para o2 é dada por

-9 TT(I — ﬁg)r
0= —=
tr(Hs)

Os residuos projetados superam os residuos ordinarios em diversos aspectos e
muitas das técnicas de diagnostico utilizadas na regressao linear sao, também,
aplicéveis aos mesmos. Por exemplo, os gréficos de (I —H. 9)r contra covariaveis
nao incluidas no modelo podem revelar como esses termos aparecem na com-
ponente sistemaética.

E importante lembrar que os operadores utilizados acima dependem de
[, portanto na pratica é preciso substituir essas quantidades pelas respectivas
estimativas. Claramente r estd em C*(X' ), quando X é avaliado em B; logo,
(I — Hy)r = (I — Hy — H)r = (I — Hy)r sendo Hr os valores ajustados da
regressao linear sobre (I — f[)f(kj, k,j=1,...,p.

Na regressao linear, mesmo para erros nao-correlacionados e de variancia
constante, os residuos sao correlacionados e com variancias diferentes. Sao

definidos entao os residuos Studentizados que mesmo correlacionados, apre-
sentam média zero e variancia constante e igual a 1.

Similarmente, define-se agora s = s{(I — H;)r} como sendo o vetor de
residuos projetados Studentizados, cuja i-ésima componente sera dada por

_ {u-H)r)s
G{(I - Ha)r}}l*

0

y i=1,...,n. (5.11)

Para avaliar se os erros g;’s tém distribuicao aproximadamente normal,
assim como para detectar se hd pontos aberrantes e/ou influentes, o grafico

de probabilidades dos residuos projetados ordenados s(;) versus o1 (:;j//i)

pode ser 1til, onde @ (-) é a fungdo acumulativa da normal padrao. A anélise
dos residuos em (5.11) procede-se similarmente ao modelo normal linear.



166 MODELOS PARAMETRICOS

5.3.4 Medidas de Influéncia

As medidas de influéncia para o modelo normal nao-linear sdo baseadas na
regressao linear. A unica diferenca, que pode ser relevante, é a substituicido da
. . o . . Al , . YIRT
estimativa ;) pela estimativa correspondente B(i), que é obtida inicializando o
processo iterativo (5.8) em 3 sem a i-ésima observagao e tomando a estimativa

de um passo. Como o método de Newton-Raphson utiliza em cada passo uma
aproximacao quadrética para L((3), a estimativa ﬁ(li) pode nao estar muito

proxima de B(i), se L(B) nao for localmente quadrética. Entretanto, varios
estudos de simulacao tém mostrado que essa aproximagao é suficiente para
chamar a atencao dos pontos influentes.

Mostra-se que essa estimativa de um passo é dada por

. . XTX -1
B(li) =03 M@H, (5.12)

onde X e Z; sao avaliados em 3 e Z; € a i-ésima coluna de X . Logo, ﬂli depende
de quantidades correspondentes ao i-ésimo ponto e de quantidades conhecidas
que envolvem todas as observacoes.

A distancia de Cook é expressa por
D; = (B — B)T(XTX)(Bay — B)/ps?,

onde s? foi definido anteriormente. Usando (5.12) na expressao acima, obtém-
se a forma aproximada

Dl—tz hi;
P (1—hy)

onde 2 = r;/{s(1 — hi;)"/?} é o i-ésimo residuo ordindrio Studentizado, i =
1,...,n. Os critérios de calibragdo para a regressao normal linear podem ser
estendidos para o caso nao-linear desde que os contornos de S(3) = > {y; —
n:(3)}? sejam aproximadamente elipticos. Isso porque em muitos problemas
de regressao normal nao-linear as regioes de confianca usuais para § podem ser
seriamente viesadas (Beale, 1960), e o viés pode depender da parametrizagao
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escolhida (Bates e Watts, 1980). Logo, escolher uma parametrizacao adequada
pode ser importante na deteccao de pontos influentes.

O gréfico de Di1 versus a ordem das observagoes permite detectar aqueles
pontos com os valores de Di1 correspondentes mais afastados dos demais. Se
o interesse é detectar pontos influentes nas estimativas individuais Bj, j =
1,...,p, sugere-se o grafico de Aiﬁj = (Bj - B(i)j)/DP(Bj) versus a ordem das
observagoes.

5.3.5 Grafico da Variavel Adicionada

O grafico da varidvel adicionada pode revelar como as observagoes conjunta-
mente estao influenciando na estimativa do parametro que esta sendo incluido
no modelo. Giltinan et al. (1988) mostraram que esse grafico pode ser es-
tendido para a classe de modelos normais nao-lineares, entretanto, de uma
forma um pouco diferente. Num modelo normal nao-linear faz sentido incluir
um novo parametro na parte sistematica, que em muitos casos pode significar
uma interagao, do que uma nova varidvel.

Suponha entdo o preditor nao-linear n(3) para o modelo reduzido e o
preditor nao-linear n(f3,v) com um parametro v a ser incluido no modelo.
Seja XW um vetor n x 1 com as derivadas parciais de n(3,7) em relagao a ~.
Giltinan et al. (1988) sugerem o gréfico de r = y—n(3) contra (I—I—AI)X@, onde
H é a matriz de projecao correspondente ao modelo reduzido e X:y é o vetor
)N(V computado sob a hipétese nula H : v = 0. A estimativa 4 corresponde
a estimativa do parametro da regressao linear simples, passando pela origem,
de y — 17(3) sobre (I — H))NCY Logo, o gréfico proposto pode revelar como as
observagoes estao contribuindo nessa relagéo e como estao se afastando dela.

5.4 Modelos Heterocedasticos

A heterocedasticidade é muito importante na modelagem de dados reais, pois
a constancia de variancia (homocedasticidade) pode ser uma suposigao forte
em determinadas situagoes. Para o modelo de regressao geral (5.1), a hetero-
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cedasticidade estard presente se os elementos da diagonal de ¥ nao sao todos
idénticos. Se, adicionalmente, € esta livre da autocorrelagao, ¥ pode ser escrito
como uma matriz diagonal cujo i-ésimo elemento é o2. A heterocedasticidade
pode surgir das seguintes formas: (i) uso de dados sobre médias; (ii) variancias
que dependem das médias; (iii) variancias que dependem de varidveis explicati-
vas; (iv) diferentes observadores, locais de obtengao dos dados, etc; (v) pontos
aberrantes. Se a heterocedasticidade estd presente, precisamos investigar a
sua forma e como modeléd-la. Outra alternativa é tentar uma transformagao
do tipo Box-Cox com o objetivo de obter uma resposta modificada que se
ajuste ao modelo classico de regressao.

Um teste bastante usado para detectar heterocedasticidade é baseado na
estatistica de Anscombe
2/~ ~
> i — §)
i

A=
52 Z(% — hij)*(yi — 9)(y; — 9)

, (5.13)

onde 6;; = 1sei = je djj = 0sei# j, hjj sao os elementos da matriz de
projecao H = X (X" X)'XT, jj=Hy, r=(I—H)y, §=(n—p) "t >,(1-
hi)fii e s> = (n—p) 1>, 72, Se (5.13) diferir significativamente de zero,
pode-se supor a heterocedasticidade dos y/s.

Antes de considerar formas especificas de heterocedasticidade suponha
que ¥ = diag(c?,...,02). O estimador de minimos quadrados general-
izado (EMQG) 3 é obtido de g = (XT01X)"1XT¥~1y. Quando o2
depende de parametros desconhecidos, o EMQG de § pode ser obtido da

equacao acima substituindo-se o? por uma estimativa consistente 6? pro-

duzindo 3 = (XTU1X)"1XT¥ 1y,

De agora em diante, denota-se por A a matriz contendo os quadra-

dos dos elementos da matriz A. Uma forma simples de estimar o vetor
o= (0?,...,02)" contendo as varidncias desconhecidas é

o=M1, (5.14)
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onde 7 é o vetor dos quadrados dos residuos r = (I — H)y e M = I — H é uma
matriz idempotente de posto n — p. Assim, (5.14) revela que ¢ é obtido como
uma transformacao linear de 7.

E facil verificar que 0 EMQ 3 = (XTX)'XTy satisfaz E(8) = 8 e
Cov(B) = (XTX)'XTox(XTX)"!.
As principais formas de modelar a heterocedasticidade sao:

(i) o = (21'v)2, ou seja, o desvio padrdo de y; é uma funcio linear de

variaveis exégenas;

(ii) o? = 02(3;;!5)267 ou seja, a variancia é proporcional a uma poténcia (em
geral par) do valor esperado;

(iil) 0 = exp(z]7y), ou seja, o logaritmo da variancia é uma funcio lin-
ear de variaveis exdgenas. Esta ultima suposicao define o modelo hete-
roceddstico multiplicativo.

Apresenta-se agora o processo de estimacao dos (3's e dos parametros das
funcoes de variancia acima, supondo que os dados sao nao-correlacionados.

() yi=a{B+ei, Ele) =0, Var(e;) = 0f = (2] 7).
Neste caso, o EMQG de ( é

n n

-1
B = (Z(ZiT’Y)233iJJ¢T> > ) iy (5.15)

i=1 =1

Existem trés estimadores possiveis para : o estimador de MQ 4, o EMQG fy
e o EMV 7, €, entao, correspondente a cada um desses estimadores, teremos
o EMQG 7 obtido de (5.15) substituindo-se v por 4,4 e¢ 5. As varidveis
padronizadas o leg ... , 0. e, sdo iid com média zero e variancia um. Tem-
se E(0; |ei]) = ¢, onde ¢ independe de i e depende somente da distribuicao
de g;. Assim, E(|e;|) = co; e, portanto,

Iril = ez v + vi,
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onde r; = y; — 2l (XT X)Xy e v; = |r;] — E(|&i|) é 0 novo erro do modelo
correspondente ao parametro 7. Logo,

¢ = (2721 2" ]

com Z = (z1,...,25) € || = (|r1],...,|rn|)T. O inconveniente do estimador
4 é que este nao tem as “propriedades do EMQ” pois, em geral, os v/s sao
heterocedéasticos e autocorrelacionados e nao tém média zero. Note-se que (3

independe de c¢. O EMQG 2y é obtido do EMQ #4 a partir da equacao

n -1 n
cy = (Z(z%)lzizg> Z(Z;‘F’AY)*ZZJH\-

i=1 i=1

N

O método de MV fornece a 32 alternativa para estimar . Se os ;s sao
normais, a log-verossimilhanca para e v é

1 n . — T 2
E(ﬁ,'y)z—Zlog ziny—QZ(yw) )

T
i=1 SOl

Obtendo-se a funcao escore para 3 e 7 e igualando-a a zero, tem-se um
sistema nao-linear para calcular § e 7 iterativamente. Suponha agora que
v = ('y1,'y*T)T, onde v* = (va,... ,fyq)T. Os &)s sao homoceddsticos quando

7" = 0 e um teste de homocedasticidade pode ser deduzido da razao de

verossimilhancas w = 2{¢(3,7) — £(3,7,)}, onde os dois tils representam es-
timativas de MV restritas a v* = 0, ou seja, F=n"Yy—-X3T(y - Xp) e
= (XTX)"1XTy. Sob a hipdtese v* = 0, w tem distribuicio assintética igual
a Xg—r Testes baseados nas estatisticas de Wald e escore podem, também, ser
construidos conforme apresentado na Secao 5.1.

(ii) yi = 2 B +¢ei, E(e;) =0, Var(g;) = 02 = o(z' 8)? (considerando o

caso § = 1).

A matriz de covaridancia de ¢ é, simplesmente, Cov(e) = ¥ =
o?diag{(z¥3)?}. O EMQG B = (XTU1X)"1xT¥~1ly ¢ invidvel, pois ¥
depende de 8. Entretanto, pode-se usar o EMQ de 3 para obter o estimador
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W de V¥ e, entao, definir 5. Um estimador conveniente para a matriz de co-
variancia assintdtica de 3 é ZE; =62(XTU~1X)~1 onde

~

52 =(n—p) Uy — X3y — XB).

Se y tem distribui¢ao normal multivariada, pode-se usar o método de MV para
estimar conjuntamente 3 e W. A dependéncia de ¥ sobre 3 implica que tanto
a funcio (y — XB)T ¥~ (y — X) quanto a log-verossimilhanca nao sdo agora
fungoes quadraticas de §. Métodos iterativos sao necessarios para obter os
EMYV neste caso.

(i) g =a]B+e;, BE(e) =0, Var(e;) = 07 = exp(z]7),

onde zZT é um vetor 1 x ¢ contendo varidveis explicativas adicionais para estimar
v € R4. O primeiro elemento de z; é comumente 1. O EMQG de 3 é

n

n -1
B= {ZeXp(_ZiTV)xﬁg} Zexp(—ZiTV)wiyi- (5.16)
i=1

=1

A partir dos residuos r = (I — H)y de minimos quadrados pode-se definir
o modelo

log r? = 21y + v,

onde v; = log(¢?/0?), e obter o EMQ de vy como

n -1 n
v = <Z ziziT> Z z; log r?. (5.17)

i=1 =1

O problema com o estimador (5.17) é que os v; ndo tém média zero e sao
heterocedésticos e autocorrelacionados. Com o estimador (5.17) inserido em

(5.16), obter-se-4 o estimador 3 de 3.

Pode-se demonstrar que a covariancia assintotica de 4 é, simplesmente,
Yy = 4.9348(27Z)7L. Se 4T = (11,7*T), um teste de homocedasticidade
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(Hp : v* = 0) pode ser realizado através da estatistica

g =0.20265*T(ZzTZ2)"1y*

que tem, aproximadamente, distribuicao nula igual a ngl.

O método de MV pode, também, ser usado para estimar conjuntamente
0 e v a partir da maximizacao de

1 — 1 &
0By =52 5 7= 5 > exp(=2 )i — =] B)".
=1 =1

O método escore de Fisher é baseado na informacao conjunta dada por

XTy-1x 0
h= ( 0 ;sz)'

A ortogonalidade entre § e v facilita o cdlculo da estrutura de covariancia
assintotica dos EMV de (e v bastando inverter K.

5.5 Modelos Autocorrelacionados

Considere o modelo y = X3+ ¢ em que E(g) = 0 e Cov(e) = ¥ = 0% com
1 nao-diagonal, isto é, as observacoes sao correlacionadas. Viérias estruturas
de correlagao para os €'s sdo possiveis como os processos AR(p), MA(q) e
ARMA (p, q). Nesta segdo abordaremos apenas o caso mais simples, ou seja,
o processo AR(1). O modelo de regressao com erros AR(1) pode ser escrito
como

Y = x?ﬂ + &, & = pgi—1 + Vi, (5.18)
onde E(v;) =0, Var(v;) = 02 e E(vv;) =0 parai # j e |p| < 1. A matriz de
covariancia de ¢ é Cov(e) = 02t dada por

1 p p2 DY pn
L — S . (5.19)
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A inversa de ¥ é

1 —p o - 0 0

0 - 14+p% -+ 0 0
Ul = g2l = g2 P :p

0 0 0 - 14+p —p

0 0 0o - —p 1

Se p é conhecido, 0 EMQG 3 = (XTop=1 X))~ X Ty~ 1y é facilmente obtido
usando 3 = (X*T X*)~1 X*Ty* que é 0o EMQ aplicado ao modelo transformado
y* = X*B+4+e* onde y* =Py, X*=PX, ¢ =Pece

Vi—p2 0 0 0 0
—p 1 0 --- 0 0
0 —-p 1 -+ 0 0
p= r
0 o o0 --- 1 0
0 0 0 - —p 1

é definida de PTP =41,

Quando p é desconhecido, deve-se estiméa-lo por p para obter o estimador

6= (XT@ZA)_IX)_IXTI/}_Iy, onde v é a matriz (5.19) avaliada em p. Algumas
formas para estimar p estao dadas a seguir:
(a) coeficiente de correlagdo amostral
n n
p1 = Zriri—l/zriza
i=2 i=1

onde r = (I — H)y sao os residuos de minimos quadrados;
(b) estatistica de Durbin-Watson

n n
p2=1-05 Z(rl - ri,1)2/ Zr?;
1=2 i=1
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(c) estatistica de Theil-Nagar

" n?po + p?
nZ—p?

5.6 Exercicios

. Considere o modelo heterocedéstico y; = x! B3+¢;, E(g;) =0, Var(e;) =

2

02 = o*(x] B)%. Calcular a matriz de informacio conjunta de 3 e o

supondo que ¢; tem distribuigdo normal, lognormal e gama.

2

. Considere o modelo heterocedastico multiplicativo y; = xiTﬂ +

gi, E(e;) = 0 e Var(e;) = exp(z]y). Deduzir a matriz de informagao
conjunta para [ e v supondo que g; tem distribuicao gama. Quais as
formas das estatisticas de Wald e escore para testar hipoteses relativas
a: (a) um subconjunto de parametros em (3; (b) um subconjunto de
parametros em .

. Seja o modelo de regressao (5.3) supondo o2 = 1. Calcular as formas

das estatisticas escore, Wald e razao de verossimilhancas para testar
hipé6teses relativas: (a) a um subconjunto de parametros em [3; (b) a um
subconjunto de parametros em ~.

. Considere o modelo de Gompertz p = exp{a — exp(d — yx)} para ex-

plicar o comprimento médio de um certo tipo de feijoeiro em funcao da
quantidade de dgua x na raiz do mesmo. A partir do conjunto de dados
abaixo:

y, = 13, 13, 19, 34, 53, 7.1, 10.6, 16.0,
16.4, 18.3, 20.9, 20.5, 21.3, 21.2, 20.9

ex; =054+14, ¢ =0,...,14, mostre que iniciando o processo iterativo
(5.8) com os valores iniciais ag = 3.0, 09 = 2.1 e 79 = 0.4 chega-se a
convergéncia apés 7 iteragoes com as estimativas & = 3.114(0.037), 6=
2.106(0.235) e ¥ = 0.388(0.046), erros padrao entre parénteses, indicando
que os parametros estao bem determinados.
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5. Considere o modelo de autocorrelagao com erros AR(2) especificado por
yi=a] B+ei, € =010,_1+0cis+v;,
onde E(v;) = 0, Var(v;) = 02 e E(vjvj) = 0 para i # j. O processo

é estacionario quando 61 + 65 < 1, 0 — 01 < 1le —1 < 0y < 1. Se
Cov(g) = o%¢) demonstre que

1 -0 —0y - 0

—61 1+62 —01+6105—0y --- 0

o — —0y —01+ 60102 — 09 1—1—9%—!—05 0
0 0 0 -+ —6;

0 0 0 1

Sendo PTP = ¢~! mostre que

oy/0e 0 00 00
—p/1-03 J1-62 0 0 0 0
—0s -6 10 00
P = 0 —0y —6; 1 00 |,
0 0 00 10
0 0 00 6 1

; 1/2
onde — = {(1+91)[(1—92)2—9%]} e p1=01/(1—02).

Oc

6. Para o conjunto de dados a seguir, estime os parametros do modelo y =
0,292 4 e construa trés estatisticas para testar a hipétese de linearidade
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HO : (92 =1.
x‘4‘10‘17‘22‘25
y‘5‘20‘45‘66‘85
7. Considere o modelo parcialmente nao-linear p = E(y) = —a + —_ para

vte
explicar a resisténcia y de um termostato pela temperatura x. Utilize o

conjunto de dados:

yi:  34.780 28.610 23.650 19.630 16.370 13.720
11.540 9.744 8261 7.030 6.005  5.147
4.427  3.820 3.307  2.872

ex; =50+5i, i=0,1,...,15.

Mostre utilizando o algoritmo iterativo (5.8) que as estimativas dos
parametros sdo & = 5.145, § = 6.14 x 10° e 4 = 3.44 x 10*.

10. Considere o modelo normal nao-linear
y=0{1 —exp(—yz)} +¢

ajustado ao seguinte conjunto de dados:

(a) Obter as estimativas de MV de § e 7;
(b) Testar a hipétese Hy : v = 0.



Capitulo 6

Analise de Dados Reais
através dos Sistemas GLIM e
S-Plus

6.1 O sistema S-Plus

O S-plus consiste em um ambiente de trabalho para realizacao de andlises
estatisticas. Dentre as diversas técnicas estatisticas disponiveis no software
podemos citar: andlise exploratéria de dados, modelagem estatistica (mod-
elo normal linear, regressao robusta, MLGs, entre outros), analise de cluster,
andlise de sobrevivéncia, controle de qualidade, andlise de séries temporais,
visualizagao de dados, etc.

O S-Plus corresponde a uma versao ampliada e aprimorada da linguagem
S, orientada para objetos e ambiente de andlise de dados. A linguagem
S comegou como um projeto de computacao estatistica nos laboratérios da
AT&T Bell (atualmente Lucent Technologies) no final da década de 70, com
o objetivo de desenvolver um ambiente interativo para andlise de dados. Na
década de 80, o pesquisador R. Douglas Martin da University of Washinghton
iniciou a Statistical Science, Inc. (StatSci) para ampliar e aprimorar a lin-
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guagem S, criando assim, a primeira versao do S-Plus.

Como foi dito, o S-Plus é uma versao expandida e aprimorada da lin-
guagem S, com as seguintes caracteristicas: (i) é uma linguagem interpretativa
que permite a analise interativa de dados; (ii) pode ser ampliado por fungoes
construidas pelo usudrio; (iii) é orientada para objetos e vetorizado, fazendo
com que seja facil implementar algoritmos; (iv) suporta fungdes escritas nas
linguagens C e FORTRAN. Maiores detalhes sobre os recursos do software
podem ser encontrados no manual do usudrio, no help ou nos manuais on-line
presentes no programa.

O ajuste de um MLG através do software S-Plus ocorre de forma rapida e
simples. O primeiro passo consiste em selecionar, através do menu principal as
seguintes opgoes: Statistics » Regression » Generalized Linear. Em seguida
serd possivel definirmos: a varidvel dependente e varidveis independentes do
modelo, a distribuigdo do erro, a fungao de ligagao, tabela ANOVA, valores
ajustados, devio residual e residuo de Pearson. O usuério também poderd
escolher alguns graficos para diagndstico, tais como: residuos versus valores
ajustados, valores observados versus valores ajustados e QQ-Plot.

Nas secoes 6.4 e 6.5 apresentaremos, detalhadamente, uma analise de da-
dos reais utlizando o software S-Plus. Posteriormente, também serao abor-
dadas analises realizadas através de uma outra ferramenta, adequada para
ajustar MLGs, conhecida como GLIM (“Generalized Linear Interactive Mod-
elling”).

6.2 Sistema de Avaliacao - Uma Introducao

Um Sistema de Avaliagao retine um conjunto amplo de conhecimentos na area
de engenharia e arquitetura, bem como em outras areas de ciéncias sociais,
exatas e da natureza, com o objetivo de determinar tecnicamente o valor de
um bem, de seus direitos, frutos e custos de reproducao, etc. Os Sistemas de
Avaliacao sdo empregados para subsidiar tomadas de decisdo com respeito aos
valores, custos e alternativas de investimento, envolvendo bens de qualquer
natureza, tais como: imdveis, maquinas e equipamentos, automoveis, méveis e
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utensilios, obras de arte, empreendimentos de base imobilidria como shopping
centers, hotéis, parques tematicos, cinemas, etc., além de seus frutos e direitos.

Os Sistemas de Avaliagao sdo de grande interesse para diversos agentes
do mercado imobiliario, tais como: imobilidrias, bancos de crédito imobilidrio,
compradores ou vendedores de iméveis. Ainda para empresas seguradoras,
o poder judiciario, os fundos de pensao, os incorporadores, os construtores,
prefeituras, investidores, etc.

O principal objetivo de um Sistema de Avaliagao é a determinacao técnica
do valor de um bem, dos seus custos, frutos ou direitos sobre ele. Dessa forma,
a metodologia de Modelos Lineares Generalizados serd aplicada para avaliar
iméveis (apartamentos e casas) situados em uma area pré-determinada da
Regiao Metropolitana de Recife (RMR), a partir de um conjunto de varidveis
explicativas. Através do modelo serd estimado o valor do imével com o objetivo
de calcular o Imposto Predial e Territorial Urbano (IPTU).

6.3 O Banco de Dados

Foram analisados dois bancos de dados que podem ser solicitados aos autores.
O primeiro, chamado de ND1CA, corresponde a 376 casas de uma &area pré-
derterminada da Regiao Metropolitana do Recife (RMR). O segundo, chamado
de ND1AP, corresponde a 847 apartamentos de uma area pré-derterminada
da RMR. Em ambos, a varidvel dependende corresponde ao Valor do Imdvel
em Reais, sendo expressa por wval. Inicialmente, um total de 17 varidveis
explicativas de natureza qualitativa - dicotomica (0: auséncia; 1: presenga) ou
categérica - e quantitativa foram utilizadas, sendo expressas por:

Varidveis dicotomicas
e pri - o imdvel encontra-se situado em uma via priméaria de trafego;
e sec - o imébvel encontra-se situado em uma via secundaria de trafego;
e col - o imo6vel encontra-se situado em uma via coletora;
e Joc - o imdvel encontra-se situado em uma via de trafego local;

e cor - 0 imével encontra-se situado em um corredor;
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e res - o imével localiza-se em uma area residencial;

e pre - o imével localiza-se em uma &area de preservagao;

e 24 - presenca de similaridade com um local do bairro de Boa Viagem;
e 26 - presenca de similaridade com um local do bairro de Boa Viagem;
e 27 - presenca de similaridade com um local do bairro de Boa Viagem;
e 28 - presenca de similaridade com um local do bairro de Boa Viagem;
e ord - o imével encontra-se situado em uma area de ocupacao ordenada;

e des - o imodvel encontra-se situado em uma &area de ocupacao desorde-
nada;

Varidveis quantitativas
e are - area construida;

e ida - idade do imével;

Varidveis categoricas
e pad - padrao do imével (E=1, D=2, C=3, B=4, A=5);
e con - estado de conservagao do imével (1=péssimo, 2=ruim, 3=bom,
4=muito bom, 5=excelente);

As varidveis z4, 26, 27 e z8 indicam setores do bairro de Boa Viagem.

A seguir, serdo apresentadas todas as etapas que levaram ao ajuste fi-
nal dos modelos nos bancos de dados ND1CA e ND1AP, respectivamente,
incluindo a seleg@o de variaveis, escolha da componente aleatéria, verificagao
da parte sistemaética, andlise residual, medidas de diagndstico, etc.

6.4 Modelo para as Casas

Inicialmente, sabemos que a varidvel dependente é de natureza continua. Além
disso, note pela Figura 6.1 a existéncia de uma grande concentracao de pon-
tos & esquerda da distribuicdo. A partir disso, sugerimos um modelo gama
para explicar o comportamento do valor do imoével em funcao das varidveis
explicativas.
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Figura 6.1:

Casas - ND1CA
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A respeito da funcao de ligacao, utilizamos a ligagdo logaritmica devido
aos problemas que podem ocorrer com a ligagao canénica no modelo gama.

Da anaélise de uma sequéncia de modelos encaixados, podemos medir a
importancia de cada varidvel no modelo.

**%x Generalized Linear Model x**x

Call: glm(formula = val ~ pri + sec + col + loc + cor + res + pre + z4 + z6 +
27 + 28 + ord + des + are + ida + pad + con, family = Gamma(
link = log), data = NDICA, na.action = na.exclude, control =
list(epsilon = 0.0001, maxit = SO, trace = F))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.033592 -0.4221872 -0.1599562 0.2275395 2.437416

Coefficients: (3 not defined because of singularities)
Value Std. Error t value

(Intercept) 9.938317887 0.8057553370 12.33416328
pri 1.036251839 0.4844657258  2.13895800
sec 1.085290107 0.5088970966  2.13263175
col 0.904922666 0.5413592708 1.67157508
loc 0.854571040 0.5405260795 1.58099872
cor -0.428454651 0.2045992322 -2.09411661
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Dispersion Parameter for

res
pre
z4
z6
z7
z8
ord
des
are
ida
pad

-0.356266106 0

NA
0.317888997 0.
-0.030744086 0.
-0.186307728 0.

NA

-0.207511917 0

NA
0.002500768
-0.002069625
0.122875582
con 0.062027793

Analysis of Deviance Table
Gamma model

Response: val

.1279168269

NA

4644359886
4707628986
4646634260

NA

.2298971411

NA

.0002238083
.0019946574
.0394806771
.0440757947

Terms added sequentially (first to last)

NULL
pri
sec
col
loc
cor
res
pre

z4
z6
z7
Z8
ord
des
are
ida
pad
con

Df Deviance Resid. Df Resid.
348.
345.
339.
333.
333.
332.
332.
332.
282.
271.
271.
271.
270.
270.
175.
175.
170.
170.

O O OO o 0w

49.
10.

o O O

95.

R R R R ORORKMRERLORRERRRRR
I

.77921
.53890
.21285
.00741
.87731
.19446
.00000

42537
82964

.46197
.00000
.77265
.00000

15600

.27850
.44874
. 78239

375
374
373
372
371
370
369
369
368
367
366
366
365
365
364
363
362
361

Dev
8528
0736
5347
3218
3144
4371
2426
2426
8173
9876
5256
5256
7530
7530
5970
3185
8698
0874

.78513871

NA

.68446246
.06530694
.40095200

NA

.90262939

NA

.17370479
.03758398
.11229673
.40729835

MODELOS PARAMETRICOS

Gamma family taken to be 0.4110574

Null Deviance: 348.8528 on 375 degrees of freedom
Residual Deviance: 170.0874 on 361 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Inicialmente, devemos salientar que as varidveis pre, z8 e des foram re-

tiradas pois estao correlacionadas linearmente com varidveis que ja estao in-

cluidas no modelo. Além disso, note-se que as varidveis pri, loc, cor, res, 27,
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ord, ida e con apresentam desvio residual inferior a X% 005 = 93,841, sendo
excluidas do modelo.

Apés os ajustes citados anteriormente, obtemos o seguinte modelo:

*%* Generalized Linear Model x*x*x*

Call: glm(formula = val ~ sec + col + z4 + 26 + are + pad, family = Gamma(
link = log), data = ND1CA, na.action = na.exclude, control =
list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-3.032018 -0.4416364 -0.1736085 0.2251939 3.089711

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 10.298084396 0.0723736857 142.2904512
sec 0.320533577 0.1474347065 2.1740714
col 0.051003938 0.0912540983 0.5589222
z4 0.473329928 0.0868856134 5.4477365
z6 0.149000473 0.1064030890 1.4003397
are 0.002530693 0.0002362635 10.7113171
pad 0.114787876 0.0413550475 2.7756678

Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.4784381

Null Deviance: 348.8528 on 375 degrees of freedom
Residual Deviance: 178.379 on 369 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Analysis of Deviance Table
Gamma model
Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 375  348.8528
sec 1 6.63122 374  342.2216
col 1 5.28585 373  336.9357
z4 1 46.24801 372 290.6877
z6 1 11.07410 371 279.6136
are 1 97.77260 370 181.8410
pad 1 3.46200 369 178.3790

Porém, pelos resultados acima, a varidvel pad que antes apresentava um
desvio residual satisfatorio, deve ser retirada do modelo face a reducgao no seu
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desvio residual ficando, o mesmo, inferior a 3,841. Assim, finalmente, obtemos
o seguinte modelo:

*%* Generalized Linear Model x*x*x*

Call: glm(formula = val ~ sec + col + z4 + z6 + are, family = Gamma(link =
log), data = ND1CA, na.action = na.exclude, control = list(
epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.005159 -0.4661969 -0.173288 0.2051069 2.900241

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 10.376359954 0.0616451911 168.3239159
sec 0.345406454 0.1453474799 2.3764186
col 0.041265966 0.0899448826 0.4587917
z4 0.515412831 0.0840398079 6.1329606
z6 0.181897100 0.1047599108 1.7363236
are 0.002957677 0.0002059731 14.3595312

(Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.4653562)
Null Deviance: 348.8528 on 375 degrees of freedom

Residual Deviance: 181.841 on 370 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Analysis of Deviance Table

Gamma model

Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 375  348.8528
sec 1 6.63122 374  342.2216
col 1  5.28585 373  336.9357

z4 1 46.24801 372 290.6877
z6 1 11.07410 371 279.6136
are 1 97.77260 370 181.8410

Note-se que o desvio residual do modelo (181,841) ¢ inferior ao valor critico
X%?g,o_o5 = 415, 85, o0 que nos leva a aceitd-lo em principio. Além disso, para to-
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das as varidveis explicativas, seus respectivos desvios residuais apresentam-se
superiores a X%,0.0S = 3,841, sinalizando que as mesmas sao importantes para
o modelo. O ntumero reduzido de iteracoes pelo Método Escore de Fisher,
necessarias para a convergéncia das estimativas dos parametros, é outro indi-
cador positivo.

Em seguida, ilustramos o método proposto por Wang (1985) para inclusao
de uma nova covaridvel ao modelo, apresentado na Se¢ao 3.4. Suponha que de-
sejamos incluir a varidvel idade (ida) ao modelo. A partir da Figura 6.2, temos
que a mesma nao deve ser adicionada devido a auséncia de uma tendéncia (nao
necessariamente linear) nesta Figura.

p;f\"l'l?‘ﬂ R ‘)'

Verificando a inclusao de uma nova Covariavel

5 —]

res.pear
N
|

nova.cov - idade

Como vimos anteriormente, as covariaveis ida, pad e con foram elimi-
nadas do modelo. Um dos motivos da eliminagao pode ser a presenca de
nao-linearidade. Wang (1987) propde um método para verificar a presenca e
corrigir a nao-linearidade das variaveis, apresentado na Secao 3.5. Entretanto,
a auséncia de uma relagao linear na Figura 6.3 e a analise dos resultados ap-
resentados a seguir, indicam que a exclusao de tais covaridveis nao ocorreu
devido a presenca de nao-linearidade.
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Nao Linearidade de um Sub-conjunto de Covariaveis

7 —
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res.pear
|

constructed residuals
(residuos construidos)

Regression Analysis

The regression equation is

res.pearson = -0.135 constr

Predictor Coef StDev T P
Noconstant

constr -0.1350 0.8477 -0.16 0.874
S = 0.6822

Analysis of Variance

Source DF ss ms F P
Regression 1 0.0118 0.0118 0.03 0.874
Error 375 174.5466 0.4655

Total 376 174.5584

Através da Figura 6.4, podemos observar que as observacoes 184 e 294
apresentam um elevado desvio residual, préximo a +3. Além disso, fica visivel
a presenca de um conjunto de pontos distante da massa de dados, localizados a
direita da figura. Para todas estas observagoes serd medido o grau de influéncia
e de alavancagem sobre o modelo proposto utilizando as medidas de Cook
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modificada (7;) e de alavanca (h;;). Caso a observacdo nao seja influente

nem de alavancagem esta devera ser retirada do modelo, configurando-se num
outlier.

Figura 6.4:

Desvio Residual versus Valores Ajustados

Deviance Residuals

T T 1 T
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000
Fitted : sec + col + z4 + 26 + are

Entretanto, através das Figuras 6.5 e 6.6, verifica-se que as observagoes 42,
63, 117, 167 e 171 configuram-se como pontos de influéncia e de alavancagem
no modelo. A observagao 46 configura-se apenas como um ponto de alavanca.
Por fim, as observagoes 184 e 294, que apresentam um desvio residual elevado,

devem ser consideradas apenas influentes. As estatisticas de corte para a

verificagao dos pontos de influéncia e de alavanca sao as seguintes:

T=0,2527 e h=0,0319,

onde p =6 e n = 376. No total foram registrados 29 pontos de alavancagem e
219 pontos de influéncia.
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Figura 6.5:

Pontos de Alavanca
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Baseando-se no método da variavel adicionada proposto por Hinkley
(Secdo 3.6), testou-se a adequacdo da fungao de ligacao logaritmica utilizada
neste modelo. Fica evidente, observando os resultados a seguir, que a inclusao
de /2 (neta.2) como uma nova covaridvel ao modelo proporciona uma reducio
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significativa no desvio. Este resultado pode implicar que algumas das varidveis
explicativas aparecam sob forma nao-linear. Entretanto, deve-se salientar que
para as demais ligacoes o método iterativo de Fisher nao obteve convergéncia.

*%* Generalized Linear Model x*x*x*

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 40.29830814 4.300141234 9.371392
sec 2.59200294 0.352392682 7.355439
col 0.26403989 0.090640058 2.913060
z4 3.68476056 0.456969306 8.063475
z6 1.17327321 0.172771254 6.790905
are 0.02318127 0.002955007 7.844742
neta.2 -0.28126320 0.040448882 -6.953547

Residual Deviance: 165.0336 on 369 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Analysis of Deviance Table
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 375  348.8528
V2 1 6.63122 374  342.2216

V3 1 5.28585 373  336.9357

V8 1 46.24801 372 290.6877

V9 1 11.07410 371 279.6136

Vi5 1 97.77260 370 181.8410
neta.2 1 16.80741 369 165.0336

Figura 6.7:

Verificacdo da Fungéo de Variancia
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Predicted : sec + col + 24 + 26 + are
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Através da Figura 6.7 conclui-se que a fungao de varidncia é adequada em
virtude dos pontos estarem dispersos de forma aleatéria. Deve-se ressaltar que
as observacoes que estao a direita da massa de dados sao os mesmos pontos de
influéncia e de alavanca ao qual nos referimos anteriormente. Pela Figura 6.8,
a distribuigdo proposta inicialmente para os dados é aceita de forma razoavel.
Entretanto, nota-se que os pontos situados a direita da figura ficam mais
afastados da primeira bissetriz, sinalizando alguma fragilidade na funcao de
variancia que pode ser causada pelos pontos de influéncia e de alavanca que
apresentavam desvio residual elevado.

Figura 6.8:

Residuos de Anscombe versus Quantis da Normal Padrao
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Adicionalmente, verificamos que as observacoes 42 e 117, que apresentam
os maiores valores para a estatistica T;, realmente alteram as estimativas dos
parametros do modelo. Ajustando o modelo final sem estas observacoes, ver-
ificamos uma queda de 0,46% na estimativa do intercepto, um aumento de
9,87% na estimativa do parametro da variavel sec, reducoes de 3,82%, 6,84%
e 43,92% nas estimativas dos parametros das varidveis z4, z6, e col, respecti-
vamente, e um aumento de 10,35% na estimativa do parametro das varidvel
are. As estimativas dos parametros do modelo final, sem as observacoes 42 e
117, encontra-se a seguir:
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*%*% Generalized Linear Model x**x*

Call: glm(formula = val ~ sec + col + z4 + z6 + are, family = Gamma(link =
log), data = ND1CA, na.action = na.exclude, control = list(
epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.016678 -0.4536586 -0.1628268 0.2171578 2.813623

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 10.328597186 0.0618087635 167.1057080
sec 0.379493473 0.1445126334 2.6260228
col 0.023141292 0.0886555875 0.2610246
z4 0.495733437 0.0827690689 5.9893562
z6 0.169455490 0.1028688034 1.6472972
are 0.003263856 0.0002241293 14.5623815

6.5 Modelo para os Apartamentos

Novamente, devido a natureza continua da varidvel dependente e da grande
concentragao de pontos a esquerda da distribui¢ao (vide Figura 6.9) foi sug-
erido um modelo gama aos dados.

T _______ N

Apartamentos - ND1AP
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T T T T I
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A ligacao logaritmica foi utilizada devido aos problemas que podem ocor-
rer com a ligacao canoénica no modelo gama. Em relacdo a importancia de
cada varidvel, sabemos que pode ser medida através de uma analise de desvio
para uma seqiiéncia de modelos encaixados. Estes resultados sao apresentados
a seguir.

*%* Generalized Linear Model x*x*x*

Call: glm(formula = val ~ pri + sec + col + loc + cor + res + pre + z4 + z6 +
27 + 28 + ord + des + are + ida + pad + con, family = Gamma(
link = log), data = ND1AP, na.action = na.exclude, control =
list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 1Q median 3Q Max
-2.386343 -0.1522035 -0.003152855 0.1456799 3.027486

Coefficients: (3 not defined because of singularities)

Value Std. Error t value
(Intercept) 9.782878704 0.6326473324 15.4633999
pri -0.523239183 0.3882009237 -1.3478566
sec -0.339563690 0.3955977960 -0.8583559
col -0.425028464 0.3981416096 -1.0675309
loc -0.446994646 0.3977108488 -1.1239187
cor -0.267121977 0.0623660334 -4.2831324
res -0.111789602 0.0543454901 -2.0570171
pre NA NA NA
z4 0.311544824 0.1074950889 2.8982238
z6 -0.021372095 0.1065759066 -0.2005340
z7 -0.037993131 0.1115294913 -0.3406555

O O O O O oo

8 NA NA NA
ord 0.103537981 0.3783041202 0.2736898
des NA NA NA

are 0.005259481
ida 0.010170396
pad 0.057711376
con -0.053680467

.0002037686 25.8110547
.0014754314  6.8931679
.0201323875  2.8665938
.0430135225 -1.2479905

Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.1415032

Null Deviance: 504.3072 on 846 degrees of freedom
Residual Deviance: 105.1213 on 832 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 5

Analysis of Deviance Table
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Gamma model
Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 846 504.3072
pri 1 8.3309 845 495.9763
sec 1 17.0703 844 478.9060
col 1 3.7657 843 475.1403
loc 1 0.5409 842 474.5994
cor 1 4.2090 841 470.3904
res 1 19.3292 840 451.0612
pre O 0.0000 840 451.0612

z4 1 175.6190 839 275.4423
z6 1 0.1511 838 275.2912
z7 1 0.6240 837 274.6672
Z8 0 0.0000 837 274.6672
ord 1 0.8410 836 273.8262
des 0 0.0000 836 273.8262
are 1 154.2938 835 119.5325
ida 1 13.0076 834 106.5249
pad 1 1.1794 833 105.3454
con 1 0.2241 832 105.1213

Novamente, as variaveis pre, 28 e des foram retiradas pois encontram-se
correlacionadas linearmente com varidveis que ja estao incluidas no modelo.
Além disso, concluimos que as varidveis col, loc, 26 , 27, ord e con devem
ser excluidas do modelo pois apresentam seus respectivos desvios residuais
inferiores ao valor critico X%,o.os = 3,841. A varidvel pad nao serd excluida,
inicialmente, pois apresenta um valor significativo em sua estatistica ¢.

Apos as alteragoes sugeridas anteriormente, obtemos o modelo abaixo,
onde a varidvel pad apresenta desvio residual inferior ao valor critico x3 0.05 =
3,841, devendo ser excluida do modelo.

*%* Generalized Linear Model x**x*

Call: glm(formula = val ~ pri + sec + cor + res + z4 + are + ida + pad,
family = Gamma(link = log), data = ND1AP, na.action =
na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace

= F))
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Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.379498 -0.1561799 -0.002628095 0.1450961 3.034516

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 9.167502083 0.1053944762 86.982757
pri -0.099153328 0.0874509834 -1.133816
sec 0.093994106 0.0374541477 2.509578
cor -0.258538798 0.0613611537 -4.213395
res -0.103498193 0.0539980078 -1.916704
z4 0.331896269 0.0342282873 9.696549
are 0.005265093 0.0002036334 25.855742
ida 0.010045124 0.0014284290 7.032288
pad 0.054710266 0.0194984129 2.805883

Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.1435626

Null Deviance: 504.3072 on 846 degrees of freedom
Residual Deviance: 105.5722 on 838 degrees of ‘freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Analysis of Deviance Table
Gamma model
Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 846  504.3072
pri 1 8.3309 845  495.9763
sec 1 17.0703 844  478.9060
cor 1 5.2173 843  473.6887
res 1 19.8910 842  453.7977

z4 1 177.6851 841 276.1126
are 1 155.9254 840 120.1872
ida 1 13.5113 839 106.6759
pad 1 1.1037 838 105.5722

Finalmente, apés as ultimas alteracgoes, obtemos o modelo abaixo:

*%* Generalized Linear Model x**x*

Call: glm(formula = val ~ pri + sec + cor + res + z4 + are + ida, family =
Gamma(link = log), data = ND1AP, na.action = na.exclude,
control = list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))
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Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.381841 -0.1651449 -0.002783275 0.1451711 3.13695

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 9.095695865 0.1029743775 88.329700
pri -0.113232118 0.0893524666 -1.267252
sec 0.095537348 0.0382937153 2.494857
cor -0.264712457 0.0627466859 -4.218748
res -0.105657393 0.0552163316 -1.913517
z4 0.353537504 0.0341939889 10.339171
are 0.005547092 0.0001869459 29.672174
ida 0.011735283 0.0012856030 9.128233

O O OO O O oo

Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.1501208

Null Deviance: 504.3072 on 846 degrees of freedom
Residual Deviance: 106.6759 on 839 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4

Analysis of Deviance Table

Gamma model

Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 846  504.3072
pri 1  8.3309 845  495.9763
sec 1 17.0703 844  478.9060
cor 1 5.2173 843  473.6887
res 1 19.8910 842  453.7977

z4 1 177.6851 841 276.1126
are 1 155.9254 840 120.1872
ida 1 13.5113 839 106.6759

Da mesma forma que no caso das casas, o desvio residual do modelo para
os apartamentos (106,676) estd abaixo do valor critico X§39,0,05 = 907,50,
levando-nos a aceitar o modelo proposto. Tem-se, ainda, que todas as varidveis
explicativas incluidas sao significantes devido aos seus respectivos desvios
estarem acima do valor critico X%,0.05 = 3,841. Além disso, o nimero reduzido
de iteragoes até a convergéncia das estimativas dos parametros colabora com
o modelo ajustado.

Pela Figura 6.10 podemos observar que as observagoes 191, 346, 631, 752
e 811 encontram-se afastadas da massa de dados por apresentarem desvios
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residuais, em valor absoluto, elevados. Além disso, como no modelo para as
casas, temos a presenca de um conjunto de pontos situados a direita da massa
de dados. Para todas essas observagoes serd medido o grau de influéncia e de
alavancagem através das medidas de Cook modificada (T;) e de alavanca (hj;).
Caso a observacao nao seja influente nem de alavanca esta deverd ser retirada
do modelo, configurando-se num outlier.

Figura 6.10:

Desvio Residual versus Valores Ajustados

®31

Deviance Residuals

0 200000 400000 600000 800000

Fitted : pri + sec + cor + res + z4 + are + ida

Através das Figuras 6.11 e 6.12 verificamos que as observagoes 191, 346,
631, 752 e 811 se caracterizam como influentes. As observacoes 211, 212, 213,
214, 419 e 463, além de influentes, representam pontos de alavancagem no
modelo. Neste caso, as estatisticas de corte para verificar a influéncia e o
poder de alavanca das observacoes sao

T=0,1944 e h=0,0189,

onde p = 8 e n = 847. No total foram registrados 50 pontos de alavancagem e
333 pontos de influéncia.
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Em seguida, testamos a adequacao da funcao de ligacao através do método
da variavel adicionada. Fica evidente, através dos resultados a seguir, que a
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inclusdo de 72 (neta2.ap) no modelo proporciona uma reducao significativa no
desvio.

*%* Generalized Linear Model x*x*x*

Call: glm(formula = val ~ pri + sec + cor + res + z4 + are + ida + neta2.ap,
family = Gamma(link = log), data = ND1AP, na.action =
na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace
=F))
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.392411 -0.1562116 -0.008551645 0.1220453 3.676017

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 27.93498860 2.068248783 13.506590
pri -0.79471882 0.122676308 -6.478177
sec 0.47215794 0.057370926 8.229917
cor -0.26973313 0.066893504 -4.017929
res 0.15092937 0.065877635 2.291056
z4 1.93465476 0.175324754 11.034693
are 0.03726713 0.003511148 10.613943
ida  0.06997701 0.006547747 10.687188
neta2.ap -0.24354429 0.026740149 -9.107813

O OO0 O OO OoOOoON

Dispersion Parameter for Gamma family taken to be 0.1702137

Null Deviance: 504.3072 on 846 degrees of freedom
Residual Deviance: 94.03792 on. 838 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 5

Analysis of Deviance Table
Gamma model
Response: val

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 846  504.3072
pri 1 8.3309 845  495.9763
sec 1 17.0703 844  478.9060
cor 1 5.2173 843  473.6887
res 1 19.8910 842  453.7977

z4 1 177.6851 841 276.1126
are 1 155.9254 640 120.1872
ida 1 13.5113 839 106.6759
neta2.ap 1 12.6380 838 94.0379
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Verificando a inclusao de uma nova Covariavel
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Uma outra maneira de verificar a adequagdo da funcao de ligacao seria
através do método proposto por Wang (1985), para a inclusdo de uma nova
covarigvel ao modelo. Considerando 7? (neta2.ap) como esta nova covaridvel,
nota-se, pela Figura 6.13, a presenga de uma tendéncia linear nos dados. Sendo
assim, a nova covariavel devera ser incluida no modelo provocando, conseqiien-
temente, uma reducgao significativa no desvio. Este resultado pode implicar
que algumas das varidveis explicativas aparecam sob forma nao linear. Entre-
tanto, ressalte-se que para as demais ligacoes o método iterativo de Fisher nao
obteve convergéncia ou o modelo apresentou desvio superior ao modelo com
ligagao logaritmica.

Finalmente, pela Figura 6.14, conclui-se que a funcao de variancia é ade-
quada devido a aleatoriedade dos pontos e a auséncia de uma tendéncia pre-
dominante. Pela Figura 6.15, verificamos que os pontos estao bem ajusta-
dos e a distribui¢ao proposta inicialmente aos dados é aceita de forma satis-
fatoria. J4 os pontos situados nas extremidades encontram-se mais afastados
da primeira bissetriz. Entretanto, tais pontos correspondem as observagoes
influentes e de alavanca detectados nas Figuras 6.11 e 6.12.
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Figura 6.14:

Verificagdo da Fungéo de Variancia
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Figura 6.15:

Residuos de Anscombe versus Quantis da Normal Padrao
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Novamente, verificamos o peso que as observagoes influentes e/ou de ala-
vanca exercem sobre as estimativas dos parametros. As observagoes 419 e
631, que apresentam os maiores valores para a estatistica T;, alteram de forma
substancial as estimativas dos parametros do modelo. Ajustando o modelo
final sem estas observagoes verificamos uma queda de 2,67% na estimativa do
intercepto, um aumento de 10,88% na estimativa do parametro da varidvel pri,
reducoes de 9,06%, 31,40%, 49,45% e 95,90% nas estimativas dos parametros
das varidveis z4, sec, cor e res, respectivamente, e um aumento de 2,39% e
15,55% nas estimativas dos parametros das varidveis are e ida, respectiva-
mente. As estimativas dos pardmetros do modelo final sem as observagoes 419
e 631 encontram-se a seguir:

*%* Generalized Linear Model x**x*
Call: glm(formula = val ~ pri + sec + cor + res + z4 + are + ida, family =
Gamma(link = log), data = ND1AP, na.action = na.exclude,
control = list(epsilon = 0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.394092 -0.1526442 -0.002598195 0.1474848 1.764249

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 8.852951230 0.0806847864 109.722683
pri -0.125556510 0.0693735106 -1.809862
sec 0.065535991 0.0297427843 2.203425
cor -0.133806162 0.0489597815 -2.732981
res -0.004335227 0.0430210308 -0.100770
z4 0.321495927 0.0265842665 12.093466
are 0.005679812 0.0001488017 38.170352
ida 0.013560026 0.0010057020 13.483144

6.6 O sistema GLIM

O sistema GLIM foi desenvolvido pelo grupo de computacao da Royal Statis-
tical Society. O GLIM possui um bom manual de utilizacao que contém um
resumo da teoria dos modelos lineares generalizados, um guia completo das
diretivas com exemplos de utilizacao, aplicagoes a dados reais e bibliografia.
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O sistema ¢ constituido de uma seqiiéncia de defini¢oes, declaracoes e coman-
dos, também chamados de diretivas, iniciados e terminados pelo simbolo $.
Nenhum espaco deve existir entre este simbolo e a palavra que o acompanha.
O sfmbolo $ pode indicar, simultaneamente, o fim de uma diretiva anterior e
o inicio de uma outra. As diretivas do GLIM s&o formadas por letras latinas
maiuisculas, digitos de 0 a 9, espago em branco, parénteses, operadores (- , +
- * / =) e os simbolos especiais: $ (simbolo da diretiva), % (simbolo de fun
¢oes, escalares e vetores, definidos pelo sistema), : (simbolo de repeticao), #
(simbolo de substituigao), ! (final do registro), e outros caracteres menos im-
portantes. Em geral, uma diretiva é predefinida pelo sistema e constituida de
um nome (iniciado pelo simbolo $), com somente os trés primeiros caracteres
armazenados.

Um identificador pode representar um dos cinco objetos seguintes: escalar,
vetor, funcdo, macro e sub-arquivo. Os identificadores podem ser de dois
tipos: definidos pelo usudrio ou pelo sistema. Aqueles definidos pelo sistema
consistem do simbolo de funcao %, seguido por uma ou duas letras, e os
do usudrio sao formados por uma letra seguida de letras e/ou digitos, onde
somente os 4 primeiros caracteres sao significantes.

Os escalares sao simples ntimeros destinados a armazenar caracteristicas
do modelo e do ajustamento como, por exemplo, os graus de liberdade do
modelo, a estatistica de Pearson generalizada, o desvio apds cada ajustamento,
entre outras. Um vetor no GLIM pode representar uma covaridvel com valores
arbitrarios ou um fator com valores restritos aos inteiros 1, 2, ..., n, onde
n é o numero de niveis do fator. Alguns vetores ja sdo predefinidos pelo
sistema como os valores ajustados, as componentes do desvio, os preditores
lineares estimados, entre outros. As fungoes sao definidas pelo sistema e usadas
em calculos com vetores e escalares, enquanto que as macros constituem em
subrotinas do programa, que podem conter um conjunto de instrugoes do
GLIM ou um texto a ser impresso. Todas as macros sao definidas pelo usuério.
Por dltimo, os sub-arquivos permitem ao usuario guardar conjuntos distintos
de dados, conjuntos de instrugoes de um programa, etc., que fazem parte de
um arquivo e referenciar, a qualquer tempo, somente as secoes do arquivo
desejadas. Para mais detalhes sobre os identificadores, vide Cordeiro (1986).
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6.7 Entrada dos dados

Admitindo-se que o sistema GLIM estd pronto para ser usado, o primeiro
passo serd a entrada dos dados. A maneira mais simples de entrada de dados
no GLIM ocorre quando o niimero de observagoes é pequeno e sua entrada
é realizada via teclado. Muitas varidveis nos MLGs representam vetores de
um mesmo comprimento, usualmente, o nimero observado de casos. Para
especificar que o nimero de dados é INT usa-se a diretiva $SUNITS INT $.

Com a definicdo do comprimento padrao dos vetores, deve-se citar aqueles
que correspondem aos dados que serao lidos e, depois, inserir esses dados. Isto
é feito através das diretivas $DATA [INT] LISTA DE VETORES $ READ ...
DADOS ...$. O comando READ implica numa leitura ciclica dos dados na
ordem mencionada pela declaracdo DATA.

Entretanto, normalmente estamos interessados em analisar uma grande
quantidade de dados armazenados em arquivo. Neste caso, a leitura das ob-
servagoes serd realizada através do comando $DINPUT INT1 [INT2] $, onde
INT2 é a largura declarada, opcionalmente, do arquivo INT1. Para checar
os valores lidos o comando $LOOK [INT1 [INT2]] LISTA DE VETORES $
imprime, em paralelo, as componentes sucessivas, entre as posicoes INT1 e
INT2, dos vetores lidos.

6.8 Uma seqiiéncia tipica de diretivas

Na Tabela 6.1 apresentamos uma seqiiéncia tipica de diretivas do GLIM. Os
exemplos mais simples de andlise de dados, via GLIM, tém uma forma similar
a esta seqiiéncia.
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Tabela 6.-1: Seqiéncia Tipica de Diretivas do GLIM

$UNITS definir o ndimero de dados

$FACTOR identificar as variaveis independentes qualitativas e

definir as suas quantidades de niveis

$DATA rotular as varidveis cujos valores serao lidos

$READ introdugzir estes valores

$CALCULATE | calcular os niveis dos fatores

$PRINT checar os dados de entrada ou que ja foram calculados

$PLOT observar a relacao funcional entre as varidveis

$CALCULATE | transformar algumas varidveis

$PLOT observar novamente a relacao funcional entre varidveis

$YVARIATE definir a varidvel dependente

$ERROR definir a distribui¢ao da varidvel resposta

$LINK definir a ligacao

$FIT realizar um ajustamento

$FIT introduzir mais varidveis independentes na estrutura

linear e determinar seus efeitos

$DISPLAY obter as estimativas dos parametros, valores ajustados,

residuos, etc

$PLOT examinar mais cuidadosamente os residuos

$END terminar o programa corrente

$STOP sair do GLIM
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6.9 Definicao e Ajustamento de um MLG

A definicao de um MLG no GLIM requer as seguintes diretivas: YVARIATE
(especifica a varidvel resposta), ERROR (define a distribui¢ao do erro), LINK
(define a ligagao), WEIGHT (especifica pesos a priori para os dados), SCALE
(especifica o parametro de entrada ¢) e OFFSET (fixa valores para uma parte
linear conhecida do modelo). O ajustamento de um modelo, previamente
definido, é realizado pelo comando $FIT [ESTRUTURA LINEAR DO MOD-
ELO] $, onde a estrutura linear do modelo é uma férmula que pode envolver o
escalar do sistema %GM, varidveis independentes qualitativas (fatores), quan-
titativas (covaridveis) e mistas.

O comando FIT produz os seguintes resultados imediatos: nimero de it-
eragoes do algoritmo até a convergéncia, valor do desvio e seus graus de liber-
dade. Para realizar cédlculos com os resultados do ajustamento pode-se usar,
diretamente, os escalares do sistema: %DF (graus de liberdade do modelo),
%DV (desvio ap6s cada ajustamento), %PL (ntmero de pardmetros linear-
mente independentes do modelo), %X2 (estatistica de Pearson generalizada),
%ML (numero de elementos da matriz de covariancia dos estimadores dos
parametros linearmente independentes do modelo), %SC (parametro de escala
dado ou estimado) e os vetores do sistema: %FV (valores ajustados), %LP
(preditores lineares), %WT (pesos do processo iterativo estimados), %WV
(varidavel dependente modificada estimada), %DR (estimativa da derivada do
preditor linear em relacdo a média), %VA (funcdo de variancia estimada),
%DI (componentes do desvio), %GM (média geral usada nos ajustamentos
dos modelos) e %WRE (pesos para graficos ou para obtengao de caracteristicas
estimadas do modelo).

Nas proximas secoes apresentaremos alguns exemplos de ajustes de MLGs
a dados reais utilizando o pacote GLIM.

6.10 Assinaturas de TV a Cabo

Esta parte do livro tem como objetivo desenvolver modelos lineares general-
izados para analisar dados de assinaturas de TV a cabo, demanda de energia
elétrica e importacao brasileira.
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O primeiro modelo estima uma equagao para o nimero de assinantes (em
milhares) de TV a Cabo (ASSIN) em 40 &reas metropolitanas (Ramanathan,
1993), tendo como varidveis explicativas o nimero de domicilios (em milhares)
na area (DOMIC), a renda per capita (em US$) por domicilio com TV a cabo
(RENDA), a taxa de instalagao (TAXA), o custo médio mensal de manutencao
(CUSTO), o nimero de canais a cabo disponiveis na area (CADI) e o niimero
de canais nao pagos com sinal de boa qualidade disponiveis na drea (CANAIS).
Apresentam-se a seguir as observacoes de todas as variaveis do modelo.

$DATA 40 OBSER ASSIN DOMIC RENDA TAXA CUSTO CADI CANAIS $READ

1 105.000 350.000 9839 14.95 10.00 16 13
2 90.000 255.631 10606 15.00 7.50 15 11
3 14.000 31.000 10455 15.00 7.00 11 9
4 11.700 34.840 8958 10.00 7.00 22 10
5 46.000 153.434 11741  25.00 10.00 20 12
6 11.217 26.621 9378 15.00 7.66 18 8
7 12.000 18.000 10433 15.00 7.50 12 8
8 6.428 9.324 10167 15.00 7.00 17 7
9 20.100 32.000 9218 10.00 5.60 10 8
10 8.500 28.000 10519 15.00 6.50 6 6
11 1.600 8.000 10025 17.50 7.50 8 6
12 1.100 5.000 9714 15.00 8.95 9 9
13 4.355 15.204 9294 10.00 7.00 7 7
14 78.910 97.889 9784  24.95 9.49 12 7
15 19.600 93.000 8173  20.00 7.50 9 7
16 1.000 3.000 8967 9.95 10.00 13 6
17 1.650 2.600 10133 25.00 7.55 6 5
18 13.400 18.284 9361 15.50 6.30 11 5
19 18.708 55.000 9085 15.00 7.00 16 6
20 1.352 1.700 10067 20.00 5.60 6 6
21 170.000 270.000 8908 15.00 8.75 15 5
22 15.388 46.540 9632 15.00 8.73 9 6
23 6.555 20.417 8995 5.95 5.95 10 6
24 40.000 120.000 7787  25.00 6.50 10 5
25 19.900 46.390 8890 15.00 7.50 9 7
26 2.450 14.500 8041 9.95 6.25 6 4
27  3.762 9.500 8605 20.00 6.50 6 5
28 24.882 81.980 8639 18.00 7.50 8 4
29 21.187 39.700 8781  20.00 6.00 9 4
30  3.487 4.113 85561 10.00 6.85 11 4
31 3.000 8.000 9306 10.00 7.95 9 6
32 42.100 99.750 8346 9.95 5.73 8 5
33 20.350 33.379 8803 15.00 7.50 8 4
34 23.150 35.500 8942 17.50 6.50 8 5
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$DATA 40 OBSER ASSIN DOMIC RENDA TAXA CUSTO CADI CANAIS $READ

35 9.866 34.775 8591 15.00 8.25 11 4
36 42.608 64.840 9163 10.00 6.00 11 6
37 10.371 30.556 7683  20.00 7.50 8 6
38 5.164 16.500 7924 14.95 6.95 8 5
39 31.150 70.515 8454 9.95 7.00 10 4
40 18.350 42.040 8429  20.00 7.00 6 4

Iniciaremos com o modelo supondo erro normal e as ligacoes identidade e
logaritmica, respectivamente. O comando FIT ajusta o modelo com todas as
variaveis.

$UNITS 40 $
$YVAR ASSIN $
$FIT DOMIC+RENDA+TAXA+CUSTO+CADI+CANAIS $
deviance = 5791.4
d.f. = 33
$YVAR ASSIN $ERR N $LIN L §
model changed
$FIT DOMIC+RENDA+TAXA+CUSTO+CADI+CANAIS $
deviance = 4632. at cycle 5
d.f. = 33

Os modelos nao sao aceitos pelo valor tabelado da distribuicao qui-
quadrado com 33 graus de liberdade ao nivel de 5%. Com isso, iremos usar
um modelo com erro gama e ligagao identidade para tentar obter um melhor
ajuste. O comando DIS apresenta as caracteristicas do modelo ajustado.

$YVAR ASSIN $ERR G $LIN I $
model changed
$FIT DOMIC+RENDA+TAXA+CUSTO+CADI+CANAIS $
deviance = 4.3142 at cycle 4
d.f. = 33

$DIS MEC $
Current model:

number of units is 40

y-variate ASSI

weight *

offset *

probability distribution is GAMMA

link function is IDENTITY
scale parameter is to be estimated by the mean deviance
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erms = 1 + DOMI + REND + TAXA + CUST + CADI + CANA
estimate s.e. parameter
1 -5.512 5.723 1
2 0.4092 0.03281 DOMI
3 0.0005349 0.0007075 REND
4 0.1165 0.09404 TAXA
5 -0.5457 0.2513 CUST
6 0.4692 0.1739 CADI
7 -0.2028 0.1861 CANA
scale parameter taken as 0.1307
Correlations of parameter estimates
1.0000
-0.3953  1.0000
-0.9146  0.3332 1.0000
0.3750 -0.1360 -0.6858 1.0000
-0.3081 0.2810 0.2872 -0.3151  1.0000
-0.0304 -0.1103 -0.2091 0.6441 -0.6990 1.0000
0.5148 -0.2857 -0.6558 0.5410 -0.5684 0.4165 1.0000

~N o o WwWN

1 2 3 4 5 6 7

Com o desvio de 4.3142 o modelo gama com ligacao identidade é aceito,

pois esta estatistica é muito inferior ao ponto critico da distribuicao qui-
quadrado com 33 graus de liberdade. A Figura 6.16, mostra que os dados
foram bem ajustados pelo modelo gama com ligacao identidade.

Figura 6.16: Valores ajustados versus valores observados.
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Para verificar se a funcao de ligacao é adequada, usamos uma covaridvel
adicional Z

$CAL Z=LPxLP $
$YVAR ASSIN $ERR G $LIN I $
model changed
$FIT DOMIC+RENDA+TAXA+CUSTO+CADI+CANAIS+Z $
deviance = 4.3120 at cycle 4
d.f. = 32

A redugao no desvio (acima), provocada pela inclusao da varidvel Z, nao
¢é significativa, indicando que a ligacao identidade estd correta, sendo isso
confirmado pela Figura 6.17.

Figura 6.17: Varidvel dependente modificada versus preditor linear.

$PLOT WV LP ’*’ §
200.
190.
180.
170.
160.
150.
140.
130.
120.
110.
100.
90.
80.
70.
60.
50.
40.
30.
20.
10.
0.

34 *x x x
*423%

[eNeoNeoRoNoNoloNoNoNoNooNoNoNoloNoNoNoNoNol

W ————
*

30.0 60.0 90.0 120.0 150.0 180.0

o
o

Na Figura 6.18 observamos um comportamento préximo a reta ¥ = X
(12 bissetriz), mostrando que a distribuigdo gama para o erro estd adequada.

$CAL NN=ND((GL(40,1)-0.5)/40) $
$CAL A=3%(YV*x(1/3)-FV*x(1/3))/FVx*(1/3) $
$SORT ORD A $
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Figura 6.18: Residuos ordenados de Anscombe versus quantis da normal N(0,1).
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As covaridveis RENDA, TAXA e CANAIS néao sao significativas, com isso
iremos ajustar um novo modelo retirando as covaridveis RENDA e CANAIS,
mas supondo o mesmo erro e a mesma ligagao.

Considera-se agora um novo modelo, retirando as covaridveis RENDA e
CANAIS, que néo sdo significativas.

$YVAR ASSIN $ERR G $LIN I $

model changed

$FIT DOMIC+TAXA+CUSTO+CADI $

deviance = 4.4586 at cycle 4
d.f. = 35

$DIS ME $

Current model:
number of units is 40
y-variate ASSI

weight *
offset *
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probability distribution is GAMMA
link function is IDENTITY
scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + DOMI + TAXA + CUST + CADI

estimate s.e. parameter
1 -2.190 2.117 1
2 0.4006 0.03043 DOMI
3 0.1786 0.06360 TAXA
4 -0.6937 0.2153 CUST
5 0.5508 0.1602 CADI

scale parameter taken as 0.1274

Apesar desse novo modelo ter um desvio um pouco maior do que o desvio
do modelo anterior, o mesmo também ¢é aceito pelo teste aproximado da dis-
tribuigdo qui-quadrado. Todas as covariaveis sao significativas, mas o sinal da
covariavel TAXA nao é o esperado, pois se a taxa de instalagdo é acrescida
de US$ 1 o ntimero esperado de assinantes cresce, diferentemente do que se
esperaria. Neste caso, a taxa teria que ser negativa para que tivéssemos um
decréscimo no ntimero esperado de assinantes. Com isso iremos também reti-
rar do modelo a covaridvel TAXA, pois o valor da taxa de instalacdo cobrado
pelas empresas de TV a cabo é irrelevante para o nivel de renda americano.

$YVAR ASSIN $ERR G $LIN I $

model changed

$FIT DOMIC+CUSTO+CADI $

deviance = 5.2985 at cycle 8
d.f. = 36

$DIS ME $

Current model:
number of units is 40
y-variate ASSI
weight *

offset *

probability distribution is GAMMA
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link function is IDENTITY
scale parameter is to be estimated by the mean deviance
1 + DOMI + CUST + CADI

estimate
3.131
0.3979
-0.5235
0.1458

s.e. parameter
1.365 1
0.03300 DOMI
0.2345 CUST
0.1085 CADI

scale parameter taken as 0.1472

Esse novo modelo também é aceito pelo teste qui-quadrado ao nivel de

5%, sendo que a covaridvel CADI nao ¢ significativa, mas os sinais das trés co-

varidveis estao corretos, ou seja, se tivermos um aumento de 10% no nimero de

domicilios (DOMI), o nimero de assinantes crescerd em cerca de 9,44%. J4 um
aumento de 10% no custo de manutengao (CUSTO), implica num decréscimo
de 1,567% no nimero de assinantes de TV a cabo. Mostramos na Figura 6.19
os valores ajustados versus valores observados, revelando uma boa adequacgao
do modelo.

Figura 6.19: Valores ajustados versus valores observados.
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$CAL R=(ASSIN - FV)/ FV $
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Figura 6.20: Residuos de Pearson versus valores ajustados.
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Os residuos acima apresentam-se de forma aleatéria, o que mostra que a
variancia dos residuos é constante e, também, como o residuo da observacao
14 se diferencia dos demais. Sendo o sinal da covaridvel TAXA diferente do
esperado, iremos definir uma nova covariavel, com o objetivo de obter o sinal
desejado para a mesma.

$C Definindo nova variavel.

$CAL TX2 = TAXA**2 $

$YVAR ASSIN $ERR G $LIN I $

model changed

$FIT DOMIC+CUSTO+CADI+TAXA+TX2 $

deviance = 4.3325 at cycle 4
d.f. = 34

$DIS ME $
Current model:

number of units is 40
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y-variate ASSI
weight *
offset *

probability distribution is GAMMA

terms

1
2
3
4
5
6

link function is IDENTITY
scale parameter is to be estimated by the mean deviance

= 1 + DOMI + CUST + CADI + TAXA + TX2
estimate s.e. parameter
0.5643 3.372 1
0.4037 0.03030 DOMI
-0.6899 0.2015 CUST
0.5050 0.1608 CADI
-0.1212 0.2954 TAXA
0.008338 0.008228 TX2

scale parameter taken as 0.1274

O modelo é aceito pelo teste qui-quadrado ao nivel de 5%. Temos que

as covaridaveis TAXA e TX2 nao sao significativas mas o sinal da covaridvel

TAXA agora apresenta-se correto as custas da nao-linearidade do modelo.
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Figura 6.21: Valores ajustados versus valores observados.
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Na Figura 6.21 os pontos apresentam-se de forma linear, indicando que os
dados foram bem ajustados.

$CAL R=(ASSIN - FV)/ FV $

Figura 6.22: Residuos de Pearson versus valores ajustados.
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Os pontos da Figura 6.22 apresentam-se de forma aleatéria satisfazendo
a hipdtese de variancia constante.

A partir das anélises e dos resultados apresentados anteriormente, observa-
se que aumentando o niimero de domicilios e o nimero de canais disponiveis
na area teremos um aumento no numero de assinantes; e, aumentando-se o
custo de manutencao, tem-se um decréscimo no ntmero de assinantes, isto é,
os sinais obtidos pela regressao sao os esperados. Pode-se efetuar também uma
analise de sensibilidade com o objetivo de medir os impactos de cada variavel
no numero de assinaturas de TV a cabo nas 40 regioes metropolitanas. Assim,
o melhor modelo para explicar os dados acima é dado por:

ASSIN = 3.131 4 0.3979DOMIC - 0.5235CUSTO + 0.1458 CADI.
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Com este modelo pode-se concluir que: com um aumento de 10% no
nimero de domicilios obtém-se um aumento de 9.83% no nimero de assinantes.
Entretanto, um aumento de 10% no custo de manutengao provoca uma redugao
de 1.56% no ntmero de assinantes.

6.11 Demanda de Energia Elétrica

O segundo modelo tem como varidvel resposta a demanda de eletricidade agre-
gada per capita para o setor residencial (ELAR), e como varidveis explicativas
o prego médio da eletricidade para o setor residencial (PER), o preco do gas
natural para o setor residencial (PGR) e a renda per capita (RECA). Ainda,
D1, D2, D3 e D4 sao variaveis bindrias e foram incluidas no modelo pois os
dados sao trimestrais. T representa o trimestre e os dados foram coletados no
primeiro trimestre de 1961 até o quarto trimestre de 1983, com o total de 92
observacoes. Abaixo estao apresentados o nimero de observacoes e todas as
varidveis do modelo.

$DATA 92 ANO T ELAR PER PGR RECA D1 D2 D3 D4 $READ
1

1 0.30800536  7.64518690 2.77420998 0.00914456 i1 0 o0 O
1 2 0.26834363 7.95841503 3.10906148 0.00923471 O 1 0 ©0
1 3 0.27840772  7.92997503  4.04409552 0.00932230 0 O 1 0
1 4 0.28370830 7.82164145 3.05730581 0.00950548 0 O O 1
2 1 0.33067492 7.35322905 2.71285081  0.00960076 i1 0 0 O
2 2 0.28388155 7.71690655  3.14473939 0.00966927 0 1 0 ©0
2 3 0.30097651  7.64894676  3.47958493 0.00972013 O O 1 0
2 4 0.20878822 7.53726721  3.01232100 0.00964969 O O O 1
3 1 0.35450837 7.04945183 2.66247821  0.00974009 i 0 o0 O
3 2 0.29236847 7.52932024  3.09602141  0.00984403 0 1 0 O
3 3 0.32083428 7.37974453 3.95054865 0.00998568 0 O 1 0
3 4 0.30998397 7.31903124 3.03680444 0.01003013 O O O 1
4 1 0.36952662 6.81957054  2.62996173  0.01020502 i1 0 0 O
4 2 0.31365973 7.20112085 3.01820755 0.01028083 0 1 0 ©
4 3 0.35007703 7.02109432 3.96968317 0.01034642 0 O 1 0
4 4 0.33276981  7.02124262 2.90021181 0.01034942 0 O O 1
5 1 0.38749585 6.54028463 2.74633431 0.01053808 i1 0 0 O
5 2 0.33387709 6.86014271 3.09525871 0.01066791 O 1 0 O
5 3 0.36804986 6.66966391  3.92323565 0.01077701 O O 1 0
5 4 0.35709164 6.63340855 3.02050757 0.01099775 O O O 1
6 1 0.41694346 6.15353727 2.66674948 0.01118029 i1 0 0 O
6 2 0.35326710 6.51159859  3.01723003 0.01119937 0 1 0 ©
6 3 0.40777826 6.27930784 3.81770802 0.01126028 O O 1 0
6 4 0.38217804 6.20854807 2.84517026 0.01128659 O O O 1
7 1 0.44221917 5.87383795  2.57694674 0.01131980 i1 0 0 O
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$DATA 92

N

© OO0 OoWwOoOow-N N

fure
w
PP OONFRPONFRLPONRPRPPONRFRLPONFP, PO, PO, PO, PONP,PONE,PONEPONDREPW®

(el elNeNeolNeoNoNeoNoNeNo o oo NoNo oo e No e No e o o NoNo oo e No e No e Ree o e oo o No e No Ne No e Neo Ne o Neo Ne Ne)

ANO T ELAR PER PGR RECA

.38583204
.42855132
.41222385
.49082169
.40941107

48547110

.44673607

53332543

.44059545
.54803473
.49101120
.57242423
.48410484
.60302770
.52503026
.60602528

51891249

.62209785

56083840

.62708759
.54876824
.65694511
.60439968
.68328059
.57989609
.72811598
.62451297

66959435

.59413171

70640928

.62540507
.70960039
.62260377
. 74306965
.63985091
. 74697447
.61285406
. 75429350

69813275

.81564754

63987577

.81182355
.69549668
.84910756
.66610706
.82361311
. 71349722

87685442

.67969620
.81007040
.71948880
.84437078

OO OO DO POPLPOPPOPSPOIOOIOOIOO OO OO

.20719862
.06665373
.98085690
.49876261
.83722544
.61731529
.56372929
.13844633
.48616648
.21186781
.22422218
.84008980
.13360834
.98096657
.08426189
.76719999
.01803827
.94619703
.99554968
. 79266357
.09319210
.95712137
.91112804
.67283297
.94276857
. 79395962
.83387899
.83421087
.32074070
.39235258
.39791536
.22349358
.44529819
.50917530
.46223164
.23494911
.55359745
.64516401
.46667147
.30334044
.68160534
.90110493
.62990713
.35183573
.73035097
.77223778
.51756096
.17210197
.58356667
. 78466034
.53953552
.37417889

WWPd Wb WD WWWHPEWWHPEWWNWWNNNWNNNWOWNNNWNNNWNNNWNNNWNNNWNDNDNWN

D1 D2 D3 D4 $READ

.94127989
.66671538
. 74726343
.47987032
.79997373
.45636535
.64927459
.35906005
.68346119
.31664300
.56152606
.32434344
.64912558
.27019763
.55258965
.32727671
.62444520
.33343983
.568277440
.37980080
.68980694
.23334769
.51575303
.33333063
.67354584
.13997459
.55854464
.40839648
. 75469518
.19338322
. 73541474
.61702061
.95232224
.47252870
.01631594
.91738129
.27993631
.91158652
.27899122
.27748561
.70696568
.23934031
.48335361
.37630939
.68710351
.21130323
.52143955
.39531507
.75331378
.43317604
.98764658
.97319126

[eNeNeoNeNeoNeNeoNeoNeoNoNoNoNeNoNoNo oo No o NoNe o Ne NoNe oo NoNoNo NoNe NoNe No e No e NoNeo NoNo Ne No Ne No e No Ne No Ne)

.01137994
.01149168
.01152810
.01163357
.01180093
.01186746
.01182800
.01195509
.01195672
.01198937
.01190421
.01180006
.01176797
.01186475
.01171888
.01198772
.01194521
.01198712
.01193268
.01218264
.01239293
.01247493
.01268085
.01294289
.01295302
.01291298
.01298187
.01289692
.01289350
.01269503
.012565311
.01228601
.01237817
.01256718
.01269196
.01291349
.01294898
.01297108
.01306254
.01319841
.01338583
.01361182
.01353800
.01362886
.01401979
.01409499
.01423942
.01419568
.01415907
.01423306
.01415617
.01426184

HPOOOROOORFROOOROOORROOOROOORROOORHOOORHROOORHROOORHOOORrROOORr OOO

QOO FRrROO0OO0ORFROO0OOFROOOFROOOFROOOFROOOFHOOOFHOOOHHOOOFRHOOOFRHOOORrOOOR

O OFRPROO0OO0OFROO0OOFROOOFROOOFROOOFHOOOHHOOOHOOOHHOOOHOOOFH,HOOORHrHOOORrO

OFRP OO0 OO0OO0OFROO0OO0OFROOORFROOOFROOOFHOOOFHOOOFHOOOHOOOFHOOOR,rHOOORr OO
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$DATA 92 ANO T ELAR PER PGR RECA D1 D2 D3 D4 $READ

20 2 0.68406653 5.80723810 4.34946060 0.01389695 0 1 0 O
20 3 0.89883024 6.06001234 5.06670094 0.01386312 O O 1 0
20 4 0.73912853 5.74602461 4.36355448 0.01399696 O O O 1
211 0.85256535 5.66703844 4.19112778  0.01423567 i 0 o0 O
21 2 0.69459844  6.27355528 4.63667440 0.01415394 O 1 0 O
21 3 0.88925880 6.57580376 5.15262365 0.01417765 O O 1 0
21 4 0.73861104 6.19287395 4.57044888 0.01394008 O O O 1
22 1 0.86724007 6.18621683 4.59979963 0.01368745 i1 0 0 O
22 2 0.69785839 6.52221394 5.05689907 0.01369381 0 1 0 ©
22 3 0.84755844 6.66881037 5.81978750 0.01355230 0 O 1 0
22 4 0.73958969  6.39538670 5.41910744 0.01353636 O O O 1
23 1 0.82811236  6.25222349 5.49710894  0.01362200 i1 0 0 O
23 2 0.68105930 6.60154247 5.79531860 0.01390618 0 1 0 O
23 3 0.94196534 6.87017965 6.52311754 0.01406361 O O 1 0
23 4 0.74517667 6.52699089 5.60170937 0.01427785 O O O 1

$C Definicao dos fatores

$UNITS 92 $FACT 92 D 4 $
$CAL D = GL(4,1) $

O ajuste do modelo serd iniciado usando erro normal e as ligagoes identi-
dade e logaritmica, respectivamente.

$YVAR ELAR $
$FIT PER+PGR+RECA+D1+D2+D3 $

deviance 0.21417
d.f. = 85

$YVAR ELAR $ERR N $LIN L $
model changed
$FIT PER+PGR+RECA+D1+D2+D3 $

deviance = 0.17169 at cycle 3
d.f. = 85
$DIS ME $

Current model:
number of units is 92

y-variate ELAR
weight *
offset *
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probability distribution is NORMAL
link function is LOGARITHM
scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms =

N OO WN e

scale parameter taken as

1 + PER + PGR + RECA + D1 + D2 + D3

estimate
-2.228
-0.1125
0.07300
163.0
0.1262
-0.04949
0.1102

0.
0.0
0.0

1
0.0
0.0
0.0

s.e. parameter

2395 1

2396 PER

2012 PGR

4.16 RECA

2217 D1

2409 D2

2369 D3
0.002020
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Os dois modelos sao aceitos pelo valor tabelado da distribui¢do qui-
quadrado com 85 graus de liberdade ao nivel de 5%, sendo o melhor ajuste
aquele de menor desvio. Todas as covaridveis sao significativas. Observa-se que

a diferenca entre os valores observados e os valores ajustados é muito pequena,

indicando que os dados estao bem ajustados, conforme melhor observado na

Figura 6.

23.

Figura 6.23: Valores ajustados versus valores observados.
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$CAL Z=LP+LP $

$Yvar ELAR $ERR N $LIN L $

model changed

$FIT PER+PGR+RECA+D1+D2+D3+Z $

deviance 0.16957 at cycle 3
d.f. = 84

A reducao no desvio (acima), provocada pela inclusao da variavel Z, nao é
significativa, indicando que a ligagao identidade esta correta, sendo confirmada
pela Figura 6.24, pois esta se apresenta de forma linear.

Figura 6.24: Varidvel dependente modificada versus preditor linear.

$PLOT WV LP %’ §
0.0000 |
-0.0800
-0.1600
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-0.7200 ® kk ok
-0.8000 * 2k

| 2 *
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-0.8800 | 2% *
|
|
|
|
|
|
|
|
|

* 3 kk 2 %
* ok *
* Kk QkDkkDkk
*%k 24 %
* *%2322
*k k2
2 *

-0.9600 * o kkkok
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2 kxkk
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$CAL NN= ND((GL(92,1)-0.5)/92) $
$CAL A=YV - FV $
$SORT ORD A $
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Figura 6.25: Residuos ordenados de Anscombe versus quantis da normal N(0,1).
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Os pontos na Figura acima apresentam o comportamento de uma reta,
indicando que a distribuicao normal para o erro é adequada para representar
os dados.

$CAL R=(ELAR - FV) $

A Figura 6.26 apresenta pontos dispersos de forma aleatéria indicando
que pode ser aceita a hipotese de independéncia e variancia constante para os
residuos.

Com base nos dados e resultados acima pode-se concluir que uma equacao
para explicar a demanda de energia elétrica é dada por:

log(ELAR) = - 2.228 — 0.1125PER + 0.073PGR + 163REC + 0.1262D1 +
0.04949D2 + 0.1102D3,

o que é razoavel, pois espera-se um aumento na demanda de eletricidade
(ELAR) quando seu pre¢o (PER) diminuir, quando o prego do gds natural
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(PGR) aumentar e quando a renda per capita (REC) aumentar. Isto pode
ser analisado pela sensibilidade marginal, isto é, para cada 1% de aumento do
preco da tarifa implicard uma redugao de cerca de 10% da demanda de elet-
ricidade; entretanto, um aumento de 1% no preco do gds natural acarretaria
um aumento de 7,57% na demanda de eletricidade.

Figura 6.26: Residuos de Pearson versus valores ajustados.
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6.12 Importacao Brasileira

O impacto das varidaveis que influenciam a balanga comercial tem sido am-
plamente discutido apds a abertura economica diante do processo de inser¢ao
da economia brasileira na globalizacao dos anos 90. Do ponto de vista da
politica econémica é importante identificar estes impactos, bem como, o efeito
dinamico de politicas monetarias e cambiais frente aos setores que se rela-
cionam com o comércio internacional.

Dentro deste contexto, hd um particular interesse em examinar detal-
hadamente a dinamica da desvalorizacao e/ou valorizagdo cambial sobre as
importagoes, dado a evidéncia empirica no sentido de que esse efeito possa
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ser negativo (Braga e Rossi, 1987). Para isso, utiliza-se os instrumentais es-
tatisticos tradicionais de regressao comparativamente ao método que trata os
erros de estimacao de forma aleatdria.

A violacdo de pressupostos sobre o erro, muitas vezes é inevitavel pelo
critério tradicional e, por isso, utiliza-se neste trabalho a metodologia dos
modelos lineares generalizados com a expectativa de melhorar as estimativas
das relagoes de importacoes no Brasil. O objetivo é encontrar uma equagao
para a importagao brasileira (IM), tendo como variaveis explicativas a taxa de
cambio (TCI) e o Produto Interno Bruto representando a renda nacional (RN).
O modelo é calculado com dados trimestrais das contas externas do Brasil no
periodo de 1980 & 1998 (Banco Central). As importagoes estao especificadas
em milhoes de ddlares, a taxa de cambio representa a relacdo entre reais e
ddlar, isto é, quantos reais sao gastos para comprar um délar americano e,
por fim, a renda nacional em ntimero indice (dez90=100). Segue-se todas as
observacoes das varidveis do modelo.

$DATA 74 IM TCI RN $READ

5482 1.629 82.17
5749 1.517 88.80
6043 1.331 87.94
5679 1.181 85.28
5605 1.315 82.06
5565 1.217 86.49
5610 1.177 82.62
5309 1.135 78.30
4804 1.434 78.34
4872 1.306 87.11
5071 1.209 85.77
4646 1.156 80.91
3824 1.740 75.88
3651 2.004 83.65
3907 1.957 82.80
4044 1.959 80.10
31556 1.971 79.10
3406 2.015 87.59
3730 2.024 87.19
3623 2.027 85.94
3094 2.036 84.55
3016 2.219 92.47
3132 2.201 95.23
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3925 2.131 94.44
3352 2.013 90.69
$DATA 74 IM TCI RN $READ
2760 2.023 99.48
3661 1.991  102.87
4270 1.924 101.15
3565 1.832 97.65
3610 1.792 106.21
3987 1.914  103.45
3888 1.789  101.10
3516 1.692 97.72
3349 1.657 105.78
3776 1.643 105.84
3963 1.607 98.87
3548 1.557 95.01
4046 1.423  109.40
5495 1.356 111.36
5173 1.244 105.50
4576 1.046 97.60
4265 1.091 96.39
5474 1.091  106.01
6345 1.300 100.01
4330 1.380 91.70
5034 1.354 104.02
5614 1.314 108.26
6015 1.452 101.05
4630 1.499 97.02
4725 1.626 101.71
5221 1.467 103.80
5976 1.441  101.30
5230 1.421 99.90
6007 1.388  106.90
7328 1.340 108.92
6914 1.305 106.01
6049 1.283  104.01
7087 1.279  109.66
8023 1.075 115.30
11814 0.957 116.45
12065 0.942 113.92
13651 0.955 116.09
11917 0.951  115.67
12030 0.970 114.93
10738 0.980 111.63
12478 0.995 118.06
14235 1.012  122.90
15837 1.030 120.69

MODELOS PARAMETRICOS
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13150 1.049 116.90
15405 1.067 123.85
$DATA 74 IM TCI RN $READ
16930 1.086  126.37
15873 1.106 122.55
13415 1.126 118.11
14591 1.147 125.74

Primeiramente, a andlise do modelo serd feita nos moldes tradicionais
que especifica o modelo levando em consideracao os erros distribuidos normal-
mente. A fungdo, em termos da notagao original, é a seguinte:

E(IM) = —3203.3 — 4210.7TCI + 158.92RN,

tendo como desvio D = 0.31177E + 09, (no caso soma dos quadrados dos
residuos), indicando que a variancia dos dados é muito grande. O coeficiente
de determinacdo R? = 0.7106 indica que as duas varidveis explicativas (TCI e
RN) sao responséveis por 71.06% da variacao total da importacao (IM). A es-
tatistica de Durbin-Watson d = 0.2715 detectou a presenca de autocorrelacao
positiva.

Numa anélise gréafica verifica-se que a variancia nao é constante ao longo
do tempo, indicando a presenca de heterocedasticidade. E foi feita uma trans-
formacao logaritmica nos dados com o objetivo de corrigir a heterocedastici-
dade, mas nao corrigiu a autocorrelacdo. Para eliminar os efeitos da auto-
correlacao foi feito uma transformacao nas varidveis, com isso obtemos uma
estimativa corrigida da equacao original, implicando na seguinte equagao cor-
rigida:

~

E(LIM) = 0.044203 — 0.26109LTCI + 1.9123LRN,

com desvio D = 1.2203. O coeficiente de determinacao R? = 0.9321 indica que
93.21% da variacao total da importacao é explicada pelas covaridveis LTCI e
LRN. A estatistica de Durbin-Watson d = 2.2317 indica que nao hé autocor-
relacao dos erros.

Usando o GLIM também fizemos a andlise do modelo com erro normal e
ligacoes identidade e logaritmica, respectivamente. O comando FIT ajusta o
modelo com todas as varidveis explicativas.



226

$units 74 $

$YVAR IM

$FIT TCI+RN $

deviance = 315765888.
d.f. = 71

$DIS MEC $
Current model:

number of units is 74
y-variate IM

weight *
offset *

probability distribution is NORMAL

link function is IDENTITY

MODELOS PARAMETRICOS

scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + TCI + RN

estimate s.e.
1 -2284. 2941.
2 -4441. 777.1
3 152.5 21.70

scale parameter taken as

parameter

1

TCI

RN
4447407 .

Correlations of parameter estimates

1 1.0000
2 -0.7728 1.0000

3 -0.9410 0.5245 1.0000

1 2

$YVAR IM $ERR N $LIN L $
$FIT TCI+RN $

deviance = 146543440. at cycle

d.f. = 71

$DIS MERC $
Current model:
number of units is 74

y-variate IM
weight *
offset *

3

4

probability distribution is NORMAL

link function is LOGARITHM
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scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + TCI + RN

estimate s.e. parameter
1 7.037 0.3855 1
2 -0.8180 0.1161 TCI
3 0.02744 0.002559 RN

scale parameter taken as 2063992.

Os dois modelos usando erro normal néo sao aceitos pelo valor tabelado
da qui-quadrado com 71 graus de liberdade ao nivel de 5%. Iremos ajustar
um novo modelo usando erro gama, ligacoes identidade e logaritmica.

$YVAR IM $ERR G $LIN I $

$FIT TCI+RN $

deviance = 6.1914 at cycle 7
d.f. =71

$DIS MEC $
Current model:

number of units is 74
y-variate IM

weight *

offset *

probability distribution is GAMMA
link function is IDENTITY

scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + TCI + RN

estimate s.e. parameter
1 3424. 2143. 1
2 -3706. 527.6 TCI
3 83.00 17.09 RN

scale parameter taken as 0.08720

Correlations of parameter estimates
1 1.0000
2 -0.7411 1.0000
3 -0.9192 0.4272 1.0000
1 2 3

O modelo com desvio de 6.1914 é aceito pelo teste qui-quadrado ao nivel
de 5%. As estimativas dos parametros sao significativas, o que pode ser obser-
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vado pela estatistica T, calculada pela macro TVAL, disponivel na biblioteca
do GLIM. Os sinais dos parametros estao corretos, isto é, a medida que au-
mentamos a renda nacional (RN), a importacao brasileira aumentara, difer-
entemente da taxa de cambio (TCI), pois a importagao sofrerd uma diminuigao
com o aumento da TCI.

Pela Figura 6.27 observamos que os dados nao foram bem ajustados.

$USE TVAL $

T values

Figura 6.27: Valores observados versus valores ajustados.
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O diagrama de dispersao dos valores ajustados e o preditor linear (Figura
6.28) indicam que a fungao de ligacao nao estd correta, o que é comprovado,
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formalmente, pela reducao significativa no desvio que ocorre com a inclusao
da variavel explicativa Z no modelo.

Figura 6.28: Valores ajustados versus preditor linear.
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$CAL Z=LP*LP $

$YVAR IM $ERR G $LIN I $

$FIT TCI+RN+Z $

deviance = 2.5015 at cycle 4
d.f. = 70

Como a funcao de ligagao nao é adequada para o modelo iremos trabalhar
com a ligagao logaritmica mantendo o mesmo erro, pois pela Figura 6.29, os
pontos apresentam um comportamento préximo a reta y = x, mostrando que
a distribuicao gama para o erro estd adequada.

$CAL NN=ND((GL(74,1)-0.5)/74) $
$CAL A=3%(YV*x(1/3)-FV*x(1/3))/FVx*(1/3) $
$SORT ORD A $
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Figura 6.29: Residuos ordenados de Anscombe versus quantis da N(0,1).
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Modelo com erro gama e ligagao logaritmica.

$YVAR IM $ERR G $LIN L $

$FIT TCI+RN $

3.9075 at cycle 3
=71

$DIS MEC $

Current model:

deviance
d.f.

number of units is

y-variate

weight
offset

74

probability distribution is GAMMA

terms =

1
2
3

-0.7633
0.01650

link function is LOGARITHM
scale parameter is to be estimated by the mean deviance

1 + TCI + RN
estimate

s.e. parameter
0.3272 1
0.08645 TCI
0.002414 RN

scale parameter taken as 0.05504
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Correlations of parameter estimates
1 1.0000
2 -0.7728 1.0000
3 -0.9410 0.5245 1.0000
1 2 3

$USE TVAL $
T values

Com um desvio de 3.9075 o0 modelo tem um bom ajuste pois esta estatistica
é muito inferior ao ponto critico da qui-quadrado com 71 graus de liberdade.
Pela estatistica T observa-se que todas as estimativas dos parametros sao
significativas. A Figura abaixo indica que ndo houve um bom ajuste dos
dados, sendo necessario ajustar um novo modelo.

Figura 6.30: Valores observados versus valores ajustados.
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Faz-se um novo ajuste com erro gama, ligacoes identidade e logaritmica,
usando transformacao logaritmica nos dados.

$CAL LIM=LOG(IM) $
$CAL LTCI=LOG(TCI) $
$CAL LRN=LOG(RN) $

$YVAR LIM $ERR G $LIN I $

$FIT LTCI+LRN $

deviance = 0.051764 at cycle 3
d.f. =71

$DIS MEC $
Current model:
number of units is 74

y-variate LIM
weight *
offset *

probability distribution is GAMMA
link function is IDENTITY
scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + LTCI + LRN

estimate s.e. parameter
1 3.348 1.112 1
2 -1.236 0.1249 LTCI
3 1.245 0.2371 LRN

scale parameter taken as 0.0007291

Correlations of parameter estimates
1 1.0000
2 -0.5411  1.0000
3 -0.9991 0.5110 1.0000
1 2 3

$USE TVAL $

T values

+ —— — + —
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Figura 6.31: Valores observados versus valores ajustados.
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$YVAR LIM $ERR G $LIN L $

$FIT LTCI+LRN $

deviance = 0.049192 at cycle 3
d.f. =71

$DIS MERC $
Current model:

number of units is 74
y-variate LIM
weight *

offset *

probability distribution is GAMMA
link function is LOGARITHM

scale parameter is to be estimated by the mean deviance

terms = 1 + LTCI + LRN

estimate s.e. parameter
1 1.525 0.1262 1
2 -0.1441 0.01430 LTCI
3 0.1479 0.02687 LRN

scale parameter taken as 0.0006928

9.300

9.600
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Os dois modelos sao aceitos pelo valor tabelado da qui-quadrado com 71
graus de liberdade ao nivel de 5%. O segundo modelo, com ligacao logaritmica,

apresenta-se melhor ajustado, o que pode ser observado pela pequena diferenca

entre os valores observados e os valores ajustados ao comparar a Figura 6.32

em relagao a Figura 6.31.

Figura 6.32: Valores observados versus valores ajustados.
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A reducao no desvio resultante da inclusao da varidvel explicativa Z nao
é significativa, comprovando formalmente a adequacao da funcao de ligagao
que também pode ser verificado pela Figura 6.33, que se apresenta de forma

linear.

$CAL Z=LP*LP $
$YVAR LIM $ERR G $LIN L $
$FIT LTCI+LRN+Z $

deviance =
=70

d.f.

0.033916 at cycle 3
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Figura 6.33: Varidvel dependente modificada versus preditor linear.
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Figura 6.34: Residuos de Pearson versus valores ajustados.
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A Figura 6.34 dos residuos versus os valores ajustados, apresenta pontos de
forma aleatéria em torno da reta horizontal que passa pela origem, indicando
que pode ser aceita a hipdtese de variancia constante para os residuos.

Figura 6.35: Residuos de Anscombe versus ordem das observagaes.
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Os pontos da Figura 6.35 apresentam-se de forma aleatéria indicando que
os residuos sao independentes.

Através das anédlises feitas anteriormente a estimacao da equagdo da im-
portacdo brasileira é mostrada a seguir: E(LIM) = 1.525 — 0.1441LTCI +
0.1479LRN, sendo os resultados obtidos satisfatérios. A varidvel explicativa
taxa de cambio (TCI) apresenta coeficiente estimado com o sinal teoricamente

correto e estatisticamente significativo ao nivel de 5% de significancia.

Com isso, temos que, para cada aumento (ou reducao) de uma unidade
no logaritmo da taxa de cambio, corresponderd um decréscimo (ou elevagao)
de 0.1441 unidades no logaritmo das importagoes brasileiras, mantidos con-
stantes os demais fatores. Para cada aumento (ou redugado) de uma unidade
no logaritmo da renda nacional, correspondera um aumento (ou decréscimo)
de 0.1479 unidades no logaritmo das importagoes brasileiras.
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Em termos de sensibilidade percentual, temos que 1% de aumento na
taxa de cambio implicard, praticamente, em 1% (0.998%) de aumento nas
importagoes brasileiras. O mesmo ocorre com a renda nacional, um aumento
de 1% na renda nacional, corresponderd um aumento de 1% nas importacoes
brasileiras.

Os modelos finais mais adequados sao:

A

Modelo 1: E(LIM) = 0.044203 — 0.26109LTCI + 1.9123LRN,
com erro normal;

Modelo 2: E(IM) = —2284 — 4441TCI 4 152.5RN, via GLIM,
com erro normal;

Modelo 3: E(LIM) = 1.525 — 0.1441LTCI + 0.1479LRN, via GLIM,

com erro gamma.

A literatura econdmica sugere modelos com erros com distribui¢ao normal.
Considerando a estimacao no GLIM para testar os erros, observou-se que os
erros nao tém distribuicdo normal. Assim, testou-se véarios procedimentos
obtendo-se como melhor especificacao aquela com distribuicao gama.

Observando os parametros estimados verifica-se diferencas significativas
entre os modelos, isto é, com um aumento de uma unidade no logaritmo da
taxa de cambio do modelo 1, temos um decréscimo de 0.2610 unidades no
logaritmo das importagoes, enquanto um mesmo aumento na taxa de cambio
do modelo 3, teremos uma reducao menor de 0.1441 unidades no logaritmo das
importagoes brasileiras. Como o modelo 3 apresenta uma menor reduc¢ao nas
importacoes, podemos considera-lo o melhor modelo dentre os trés modelos
apresentados.
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