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Capitulo 3: Limite de uma Funcéao e Continuidade
3.1- Nocéo de Limite de uma Funcao (bicao Intuitiva)

Exemplo 1:Considere a funcad (x) =1- 1 definida para todareal exi 0.
X

Observe os valores da funcdo f quando x cresce ilimitadamente e quando X decresce
ilimitadamente. Observe também o seu gréfico.

% 1 2 3 4 5 6 500 1000
0 /2. 2/3 3/4 4/5 5/6 499/500 999/1.000
X =] =2 =3 —4 —=5 —100 —500
2 3/2 4/3 5/4 6/5 101/100 501/500
AY
s _f__-.J___ L
/_—

Esta funcado se aproxima de 1 quando x cresce ilimitadamente e quando x decresce ilintdadame
Di zemos que esta fun-«o tende a 1 iduaeenddbenxot @

I_im f(x)=1e I_im f(x)=1.
Além disso, observando o grafico da fungcédo, podemos dizer que f(x) cresce ilimitadamente

guando x se aproxima de 0 por valores menovesOge que f(x) decresce ilimitadamente quando x se
aproxima de O por valores maiores que 0. Neste caso nos referimos aos limites laterais e genotam

respectivamente, paim f(x) =+ e lim f(x) =- «
x- 0 x- 0*

Exemplo 2: Considere a funcad (x) = x> +3x- 2 definida para toda real.
Intuitivamente, analisando as sucessfes nas tabelas seguintes, podemos dizer que f(x) teBde para

guando x tendéb peardae ntobtinaofir) sprapecdim f(x) =+ &
X- + o X- - @
x 1 2 3 4 3 6 74 100
2 8 16 26 38 52 68 10.298
% —1 —2) —3 —d =i —6 —100 —500
y —4 —4 =2 2 8 16 9.698 248 .498




Exemplo 3: Observando o grafico da funcéio(x) = cosE e a tabela a seguir podemos afirmar que o
X

gréafico oscila numa vizinhanca de zero sem tender paramita.li

3|~

|
x| =

! 7

\

1 1
=0318309  —=0,159154 — =0,106103 e 0,0795774
) 3 4ar

o 1 ! 1

(2x+1).(x- D defi
(x-1)
tabelas abaixo podemos escrelier f(x) =3=Ilim f(x),ou ainda,lim1 f(x) =3.
x- 1 x- 1* X-

v}
/ x |0]0,5]0,75]09 0,99 | 0,999
sl f) 12 ios D 8l Dog |5 goR

Exemplo 4: Observando o grafico da funcddx) = nida para todo

1
b
1 |
|
I

x 2158 i 1ol 100l
/ x fl) 5 4 135 32302 3.002

A medida que tomamos valores de x cada vez mais préxmde 1 (x Y 1)
tomams e cada vez mais pr-ximos de 3 (f (x) Y 3),
usados.

Podese observar que € possivel tomar o valor de f(x) tdo préximo de 3 quanto desejamos, desc

qgue tomamos x sufioet e ment e pr - xi mo de 1 (x | 1).

A id®i a Atomar o valor de f(x) t«o pr - xi mo
pela desigualdad{af (X) - C{< e, sendoeum numero positivo qualquer, tdo pequeno quanto se possa
imaginar.

A i d®i a Adesde que tomamos x suficientement
um intervalo aberto de rai@>0 e centro a = 1 t al que se x |

se 0<|x-1<d entdo|f(x)- I<e.

3.2- Definicdo de Limite de uma Funcgéao

Intuitivamente dizemos que uma funcéo f(x) tem limite L quando x tendeapamé possivel
t omar f(x) arbitrariamente pr - xi mo a ddiciehtementee s d
proximos dea.

Formalmente, temos:
Seja | um intervalo aberto ao qual pertence o niumercareaéja f uma funcdo definida em |1,
exceto, possivelmente, no propao

Dizemos que o limite de f(x), quando x tende, & L e escrevemolsim f(X) =L, se paraddo

e> 0 existir umd' >0 tal que seD<|x- a <d entdo|f(x)- L| <e.
Em simbolos, temos:
imf()=L U ("e>0,$d>00<[x-d<dY |[f(x)-L<e).
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Observacéao Para a definicado do limite, quando x tendg Bao € necessario que a funcao estefmida

em a e pode ocorreique a funcédo esteja definida emne Ii_m f(x), f(a. O que interessa é o

comportamento de f(x) quando x se aproxima dendo o que ocorre com f quando &.=

3.3 Exemplos

1. Considere a funcad (x) :% definida para todo x real eix 1 . Assi m,
X_

f(x) = 2x + 1.Vamos mostrar, usando a defini¢éo, djpmlaf (x) =3.

Devemos mostrar que dado> 0, existed >0 tal que seD<|x- ] <d entdo|f(x)- J<e.

Dado e > 0, tomemosd = g. Logo, obtemos: ¥
0<|x-1<dY 0<|x-1 <§Y |f(x)- 3 =[2x+1- F=|2x- 2 =2x- ] <2.g:e. T//
Portanto,limlf(x) =3. ;f,lg“ sl
X- y‘}
: . 82x+1, sex, 1 : /
2. Sejaf : R- R definida por f (x) :‘|e L o sl 4
iS5 sex=1 |

Temoslim f(x) =lim(2x+1) =3, () 2

/ x

3. Demonstre, usando a defido, quelxi_m4 x* =16.

Devemos mostrar que dado> 0, existed > 0 tal que se 0<|x- 4 < d entdo|x’ - 16 <e.
Notemos quex’ - 16 =|(x- 4).(x+4) =|x- 4/x+4.

Se|x- 4 <1, obtemos:

|x-4|<1\'( -1<x-4<1lY 3<x<BY 7<x+4<9Y -9<x+4<9Y Ix+4 <9.

Sep d = minielgﬁ. Assim,d ¢ 1, a’¢§ e se0<|x- 4 < d obtemos
Ly

0<[x- 4<d¥ |x-4<1elx- 4{<§v |x+41<9e|x-41<§v % - 16 =|x- 4{.|x+4{<§.9=e.

Portanto,lirrl1 x? =16.
.

3.4- Unicidade do Limite

Teorema 1
Selim f(x) =L, elim f(x) =L, entdol, =L,.

Demonstracao:
Vamos supot | L.

Seja e=|L,- L,|>0. Como lim f(x)=L, elim f(x) =L, entdo existemd,d,>0 tais que se

0<|x- a <d, ent&o|f(x)- L1|<g e se0<|x- a <d, entdo|f(x)- L2|<g.
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Sejad =min{g,d,;. Assimd ¢ d, d¢ d, e se 0<|x- a <d entao|f(x)- L, <fe f(x)- L, <&
2 2

Mase=|L - L|=|L- f()+f(X)- L|¢|L - f()|+|f(x)- L2|<§+g:e,oqueéum absurdo.
PortantoL, = L,.

3.5- Propriedades do limite de uma funcéo
Sejaa elemento do intervalo aberto | e efin{la} estdo definidas as funcdes envolvidas na propriedade.

L1 7 Se f é uma funcéo definida por f(x) = c, para todo x real, orﬁdB,centéoli_m f(x) = Ii_m c=c.
L271 Seci R e lim f(x) =L entdolim[c.f (x)] =clim f(x) =cL.

L3171 Se Ii_m f(x)=L e Ii_m g(x) =M entéoli_m(f +9)(X)=L+M.
Obs. Esta propriedade podserestendida para uma soma de um numero finito de funcdes, isto é, se
im f,(x)=L,il Nel¢i¢n, entdolim&d f(06=41L.

" 8Ci=1 + i

L4 7T Se Ii_m f(x)=L e Ii_m g(x) =M entéoli_m(f -g)(X)=L-M.

L5171 Se Ii_m f(x)=L e Ii_m g(x) =M entéoli_m(f 9)(X) =LM.
Obs. Esta propriedade pod®restendida para um produto de um namero finito de fungdes, isto €, se

: . : - - a_ A
lim f,(x) =L,,il Nel¢ic¢n, entaol)!mg:)fi(x)S:OLi.

T ACi=n T =
L6 1 Se Ii_m f(x)=L entéoli_m[f (x)]n =", parani {12,3,..}.

L7717 Selm f(x)=L elmg(xX)=M, O entéolim(i)(x) = ﬁ
X- a X- a X- a g

L8 1 Selim f(x) =L entdolim?/ f (X =%L, comL>0eni NouL¢Oeni N,n impa.
L9T Se Ii_m f(x)=L entéoli_m selif (x)] = sertlj_m f(x)J: senL.

L10 Selim f(x) = L entolim cog f ()] = codlei_m f (x)|=cosL .

Teorema 2

n

O limite de uma funcéo polinomiaf (x) = a, +ax+ax’ +..+ax"=§ ax ,al R, para x tendendo
i=0
paraa, € igual ao valor numéncde f(x) para x =, ou sejajim f (x) = f(a).
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Demonstracéo:
E claro quelim x=a, pois, dadoe>0 tomed =e e se0<|x- g <d = e entdo|x- g <e. Assim
X- a

lim X = [Ixim xJi =a ,para =123...,n.
Temos, entao:

lim f(x)=|im(";ria1.xi ='a?‘[!’imaixi]=éa,.lim X =é aa = f(a).
x-a X 8o i=o X @ i=o

i=0 © 2

3.6- Exercicios

1.Calcular os seguintdmnites:

2
. 2 . X = 4
a) lemz(x +3x+5) h) |X|_m2X2_ o
2
b) lim <" ) lim OX *1x+3
x- 3 X° - v« .32X°-5x-12
-1
C) IimZ\/x4-4x+1 ) lim = 1
X- - x- 1 x° -
d) Iimé2x2- X+10 K lim 2+ X% - 4x+1
x- 1? 3x- 2 8 x1x%- 3x* +5x- 3
. XC+2x2 - 3x+2 33 - 4P - x+2
e lim3 5 ) lim 3 5
x- -2 x> +4x+3 -1 2x°- 3X“+1
2X% - X A1+ x-2
f) | m) lim ———
x J2 3X x3 X-3
. oxX*-1 . A2X- AXx+1
g) lim n) lim—m——
x-1x-1 x- 1 X-1

Respostas: a) 15; b)/10; ¢) 5; d}; e)-2; f) 2v2-1; g) 2; h) 2; i) 7/11; ) 3/2; k) 2; |) 5/3; m) Ya; rlﬁ
3 4

Ex- 3x+2 sex, 1
2. Seja a fungéo f definida pdr(x) :‘: x-1 > Calcularlim1 f(x). (Resp.r1)
t3, sex=1
€2x% - 3x- 2 sex 2
3. Seja a fungéo f definida pd (x) :‘: x-2 * o Calcularli_mzf(x). (Resp.5)
t3, sex=2
4. Calcularlim X2 (Resp.: 1)
' x23/3x-5 -1 )
5. Calcularlim Y%~ 8 (Resp.: 3)
: i a p.:

Livro texto: Pagnas 72 a 75, exceto numeros 16, 35 e 37
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3.7- Limites Laterais

Ao considerarmodim f (x) = L , estamos interessados no comportamento da funcdo nos valores
X- a

proximos dea, isto €, nos valores de x pertencentes a um intervalo aberto coatends diferentes da
e, portanto, nos valoressie intervalo que s&o maiores ou menoresague

Entretanto, o comportamento em algumas fungdes, quando x esta proxanonds assume
valores menores que a, é diferente do comportamento da mesma funcdo, quando x esti padria® de
assume valores mags quea.

é4-x, sex<l
Por exemplo, na funcad (x) = { 2, sex=1 atribuindo a x valores préximos de 1, porém
bx- 2, sex>1

menores que 1 (a esquerda de 1), temos que os valores da funcéo ficam proximos de 3; e atribuindo
valores préximos de 1, porém maiores que l(atdiréé 1), temos que os valores da funcdo ficam
proximos de 1.

Defini¢oes:

1) Limite lateral a direita
Seja f uma funcao definida em um intervalo abeaib)
O limite de f(x), quando x se aproxima deela direitaseral e escrevemodim f(x) =L se,

para todoe > 0, existir @ > 0 tal que sea < x < a+d entéo|f(x)- L|<e.

Em simbolos, temos:
im f()=L U ("e>0 $a>0 a<x<a+d Y [f(x)- L/ <)

2) Limite lateral a esquerda
Seja f uma fungéo definida em um intervalerb @, a).
O limite de f(x), quando x se aproxima @eela esquerdaeral e escrevemodim f(x) =L se,

para todoe > 0, existir @ >0 tal que sea- d'<x<a entdo|f(x)- L| <e.
Em simbolos, temos:
I!m_ f(x)=L U ( e>0, $d>0; a- d<x<ayY |f(x)- L| <e).

Observacédo: As propriedades de limites e o teorema do limite de funcédo polinomial sdosvedid
substituirmosx - a por x- a’ oupor x- a

Teorema 3
Seja | um interval@berto contenda e seja f uma funcéo definida par& » i {a}. Temoslim f(x) =L

se, e somente se, existirem os limites lateliais f (x) e lim f(x) e forem ambos iguais a L.
X- a X- a
Demonstracao:

(Y ) Dado >0, comolim f(x) =L, entdo existe >0 tal que se0<|x- a <d temos|f(x)- L|<e.
X- a
Logo, se a<x<a+d entdo0<|x- g <d esegueque,|f(x)- Lj<e, ou seja, lim f(x)=L.

Também, se- d < x<a entdo0<|x- g <d e,assim,|f(x)- L| <e, ou seja,lim f(x)=L.
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(0) Dado e>0, como lim f(x)=L=1lim f(x), entdo existemqg >0e d,>0 tais que se

a<x<a+d temos|f(X)- L|<e e sea- d, <x<a temos|f(x)- L| < e. Assim, sed = min{d],d,}
ese0<|x- d <d temosa<x<a+d ou a- @, <x<a, oqueimplica|f(x)- L| <e.
Logo, Iim f(x) =L.
X- a

Exemplos:

1. Dada a funcad (x) =1++/x- 3, determinar, se possivdlm f(x) e lim f(x) .
x- 3* x- 3

6x’- 4, sex<1

2. Seja a funcéo f definida pdr(x) = : -1, se x =1 . Determinayse pos,s,l’vell,irn1 f(x).

}3- X, sex>1

3. Seja a fungao f definida pdr(x) =|X . Determinar, se possiveim f (X).

éx’+1, sex<2
4. Seja a funcao f definida pdr(x) = : 2, se x =2 . Determinar, se possivéir,nz f(x).
19- %2 sex>2
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3.8 Exercicios

1. Calcular os limites indicados, se exustir, se o(s) limite(s) n&o existir(em), especificar a razao.
é3x- 2, sex>1

a) f(x) =!|2, sex=1 lim f(x) lim f(x) lim f(x)
}4x+], sex<l1 o o o

7’ sex. 0 im () lm £0) lim f(x)
x- 0 x- O x-

1 sex=0

(D

b) f(x) =1

—— —t—,

‘ X2 - 5X - 2‘ , , .
c) f(x) —_—2 L2 XI|rr21 f(X) XI|rr21 f(X) lem2 f(X)

Respostas: a) 1; 5; ndo existe; T d) 1; ndo existe; c¢) 7;7; ndo existe.

§3x- 2, sex>-1
2. Dada a funcéo f definidsor f (x) = sex=-1.Determiraral R para que eX|stdim f(X).
15 ax, sex<-1
Resp.a=T1 10.
3. Sejaf(g =it Sexe3
i3x- 7, se x>3’
Calcular: a)xl!rr; f(x) b) )!In;l f(x) ¢ lem3 f(x) d) XI|rT51 f(x) e) XI|rr51 f(x) f) lerr}3 f(x).

Esbocar o grafico de f.
Resp..a)2; b)2; ¢)2; d)8;, e)8;, f)8.

Livro texto: Paginas 79 e 80.

3.9 Calculo de Limitesi Formas Indeterminadas

: . 0 o I . :
Dizemos quesaexpressoe%, —, o -ao, 0&, 0% a° 1° sio formas indeterminadas.
o]

Isso significa que nada podemos afirmar, por exemplo, sobre o limite do quefe%%tequando
g(x

xtende a, se f e g séo funcdes tais qli{a f(x)=0= Ii_m g(x) . Para compvar isto, vejamos:

1. Sejam f(x) = % e g(x) = X. Temoslim f(x) =0=1im g(x) e lim ;Ex; = lim ;‘—z =lim x=0.

() ;X
4

=i =+ C
0g(x) xox

o1
—I|m—2

2. Sejam f(x) = X e g(x) = X. Temos lim (x) =0=1im g(x) e lim—-= im ~

(explicacdo deste ultimo resultado no proximo item)

Sobre as outras formas indeterminadas, verenmem@rs mais adiante.
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Exemplo: Calcular os seguintes limites:

. X3-3x+2
a) lim ———

-2 X-4

_ x+2-42
b) lim

x- 0 X
c)limB&'1

x—l\/;_

2_ 2

) fim &V X

h- 0

3.10 Exercicios

Paginas 83 e 8do livro texto.



3.11- Limites Infinitos
Definigdes:

1) Seja f uma fungéo definida em um intervalo aberto | contapelcceto, possivelmente, e
Dizemos que, quando x se aproximaagd&Xx) cresce ilimitadamente e escreventios f (x) =+ © se,
X- a

paraqualquer nimero M > 0, existiy > 0 tal que sed < |x- aj <dentdof(x)>M.

Em simbolos, temos:
imf()=+ a0 ("M >0, $d>0, 0<|x-d<d ¥ f(x)>M).

Exemplo: Analisando o comportamento da funcéo f definida ppt) = vemos que oS

1
(x- 2y
valores da funcdo sao cada vez mai@resedida que x se aproxima de 1. Em outras palavras, podemos
tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, isto €, maior que qualquer nimero positivo, tomando valor

L. . 1
para x bastante préximos de 1 e escreveimo > =+ L. '
X-1(x- 1) y 4

Formalmente, dado M > 0, sefa= 1 0. seo< x-1 < L

M JM
entso f (X) = 1. 12>(N)2:M.Logolimlﬁ=+c. |
X- X - i

T -4

2) Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto | contandrceto, possivelmente, ean
Dizemos que, quando x se aproximaald(x) decresce ilimitadamente e escreveriosf (x) =- ©
X- a

se, para qualaar nimero M < 0, existid > 0 tal que se0 < |x- aj <dentdof(x)<M.
Em simbolos, temos:
imf(x)=- a0 ("M <0, $d>0, 0<|[x-a|<d ¥ f(x)<M).

Exemplo: Analisando o comportamento da funcao f definida ppt) = vemos que os

-1
(x- 1
valoresda funcao sdo cada vez menores a medida que x se aproxima de 1. Em outras palavras, poder
tornar os valores de f(x) tanto menores quanto desejarmos, isto €, menores que qualquer nimero negat

tomando valores para x bastante proximos de 1 e escre\iiemlnzes_lT)2 =- c
X- X - y
Formalmente, dado M < 0, sefa= _1 >0. Se0<|x-1< _1 ) ‘1 x
) ) _ M _ M i
obtemos |x- 1° < 1y 12>-MYf(x): _12: _12<M. |
-M - |x-1 (x-2F  |x-1 |
|
Logo, lim —— =- |
PN k-1

Observacdo:Os s 2 mbol o$bofi +tnbxo reepri@sentam n oW OFe e
ocorre com a funcdo quando x se aproxima.de
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3) Limites laterais infinitos

im f(x)=+ a0 ("M >0,$d>0 a<x<a+d¥Y f(x)>M

im f(x)=+ a0 ("M >0,$d>0 a-d<x<a¥ f(x)>M)
im f(x)=- a0 ("M <0, $d>0 a<x<a+d ¥ f(x)<M)
)

im f(x)=- a0 ("M <0,$d>0, a- d<x<ayY f(x)<M

Exemplo: Observando o grafico da funcddx) :il podemos afirmar qudim f(x)=+ ¢ e
x- 1*

lim f(x)=- «
x- 1

Teorema 4
Sejam f e g funcdes tais qlim f(x) =L, 0 e lim g(x) = 0. Entao:

T, g g fO)

1) lim g se > 0 quandaox esta proximo de;
x2g(x) 9(x)

2) lim . g se ) < 0 quandox esta préximo de.
- ag(x) 9(x)

Observacao: Este teorema continua validsudsstituirmosx - a por x- a" oupor x- a

Exemplo: Calcular os seguintes limites:

 3x+2 _ Bx+2
a) lim —-+ d) lim
" (x-1) o
b) fim =% &) lim 2X+1
x2(x- 2) x1 X-1
. 2X+3 . 2x+1
) Im—— lim
M - 17 D 1
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3.12 Limites no Infinito
Definigdes:

1) Seja f uma funcéo definida em um intervalo abexto (+ B ) .
Dizemos que, quandocresce ilimitadamentd(x) se aproxima de L escrevemoslim f(x) =L se,
para qualquer numers> 0, existirN > Otal que sex > N entéo| f(X)- L| <e.

Em simbolos, temos:
im f)=L U ("e>0,$N>0 x>NY [f()- L <ée).

X- + 1@

Exemplo: Observando o comportamento da funcéo f definidaf por=1- 1 vemos que quando X
X

cresce ilimitadamente, os valores da fungéo f se aproximam cada vez mais de 1, isto é, podemos tor
f(x) tdo proximo de 1 quanto desejarmos,asribuirmos para x valores cada vez maiores e escrevemos

& 106
lim % —8:1. AY
xR X+
Formalmente, dade> 0, tomeN = 1 >0. Se x> N obtemos: J
e e ||
. . e
x>l>OY 0<£<eY|f(x)-]j:‘1-l-1‘:£:1<e. ( X
e X X X X

Logo, lim % l8=1.
X- + ‘1;; X =+

2) Seja f uma funcéo definida emmuntervalo abertoi (D ,a).
Dizemos que, quandodecresce ilimitadamente xj(se aproxima de L e escrevemd_iﬁp f(x)=L

se, para qualquer nimege 0, existir N < 0 tal que se< N entéo| f(X)- L| <e.
Em simbolos, temos:

im f()=L U ("e>0 $N<0 x<N Y |[f(x- L <e).
Exemplo: Observando novamente o comportamento da funcao f definida(ypos 1- 1 vemos
X

que quando x decresce ilimitadamente, os valores da fungéo f se aproximam cada vez mais de 1, istc
podemos tornar f(x) tAproximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos para x valores cada vez menore

. a 106
e escrevemosim % —8=1.
. -

T X+
Formalmente, dade> 0, tomeN = - E < 0. Sex< N obtemos:
e
x<-1<ov -e<i<ov |f(x)-]j:‘1-l-]~:l 1. Logo, lim 53- l8:1.
e X X X X x5 X+

3) Limites infinitos no infinito

im f(x)=+ 80 ("M>0,3N>0, x>NY f(x)>M
im f(x)=- aU ("M <0, $N>0 x>N Y f(x)<M
im f()=+1a0 ("M >0, $N<0; x<NY f(x)>M

im f(x)=- a0 ("M <0, $N <0 x<N Y f(x)<M

S— N N’
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Exemplo: Observando o grafico da funcaax) = x> podemos afirmar quel_im f(x)=+tc e

lim f(x)=+ c

Observacéo: As propriedades de limites séao validas se substituirmos
X- aporx- + mouporx- - o,
Teoremas

1)Sed Rentdolimc=c= I|m c.

X- + 0

2) Se n é um inteiro positivo entao:
a) lim x" =+ c;

X- + 1

_ g+a, sen épar
b) Iim x" =j P
X- - @ |,

a
- @, sen éimpar’

3) Se n é um inteiro positivo entdo:

a) lim i:O
X- +nX

b) lim = =0.
x- - By

4) Se f(x) =a, +ax+ax’ +..+ax",a,, 0, € uma fungéo polinomial, entahm f(x) = Ilm ax' e

lim f(x) = lim ax".
5) Se f(x) =a, +ax+a,x’ +.. +anx”,an .0 e g(x):bo+blx+b2x2+...+b;nxm,bm, 0, sdo funcbes

polinomiais entaolim T = lim x e lim ) _ I|m x
reg() e, <eg(9 e,

n-m -m

Propriedades dos limites no infinito e limites infinitos

A tabelaa seguirnos da um resumo dos fatos principaralidos para os limites envolvendo
infinitos, onde podemos tet- a, x- a’, x- a, x- + ©ou x- - t.

Na tabela, Oindica que o limite € zero e a funcdo se aproxima de zero por valores positivos e 0
indica que o limite é zero e a funcéo se aproxima de zero presalegativos.

lim f(x) | lim g(x) h(x) = lim A(x) simbolicamente
01 + oo + oo S + g(x) + oo 4 oot oo =+ oo
02 + oo + oo Sx) — g(x) ? (+ °2) — (+ o=} é indeterminagfo
03 + oo k Jx) + g(x) + oo + oo+ k=4 oo
04 — oo k fE) + g(x) — oo — o4 k=—oo
05 + oo + oo fxy - g(x) + oo (+20) - (+ o0) =+ o=
06 +oo | —ee | fX)- g — oo (+ 00) - (—o0) = — oo
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07 + oo k>0 Jx)y - g(x) + oo +oo k=400, k>0

08 +oeo | k<O | flx)- g(x) = o +oo f=—o0 k<0

09 t oo 0 ) - g ? t oo - 0 ¢ indeterminagdo
10 k t oo Jlg(x) 0 kit ee =0

11 1 oo + oo Jfolg(x) ? * oo/t e & indeterminacio
12 k>0 o fx)g(x) o S KOt =+ 00, k>0

13 + oo o* S /gx) + o0 + 00/0" = 4 o0

14 k>0 0 J)/gx) - oo O = —oc0, k>0

15 | +e | 07 | f@)/sk) —oo | 4oofm=—oo

16 0. 0 Jx)/g(x) ? 0/0 é indeterminagép:?;_

Exemplo: Calcular os seguintes limites:

a) lim (- 3 +2x2 - 5x+3) & lim >~
e - a2x- 3

b) lim (3x* - 7x° +2x - 5x- 4) f) fim X1
x- - @ X - 83X" +5X- 2

c) lim Vx*- 2x+2 ) Iim%
- +o “rEY2x°-5

d) lim V2 - 3x+5 hy fim %
o - w-= - 5

3.13 Exercicios

Paginas 93, 94 e @ livro texto(exceto n° 14).
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3.14 Assintotas
Definigdes:

1) A retax = a é umaassintota verticaldo grafico @ funcdof s e f ( x) ternBleqpamao
tende paraa pela esquerda ou pela direita, ou ssm@,pelo menos uma das seguintes afirmacdes for
verdadeira:

a) lim f(x) =+«

b) lim f(x)=+ ¢

c) lim f(x)=- ¢

d) lim f(x)=- &

2) A retay = b € umaassintotahorizontal do grafico da funcéo f se f(x) tende parguandax tende para
+b i®y ou seja, se pelos menos uma das seguinte
a) lim f(x)=b

b) lim f(x) =b.

3) A retay = ax + b é umaassintotainclinada do grafico da funcéo f se pelos menos uma das seguintes
afirmacdes for verdadeira:

a) erglf(x)- (ax+b)] =0
b) Xl_imlf(x)- (ax+b)| = 0.

Exemplos:
1. A retax = 2 é um asintota vertical do grafico d&(x) = % pois im ——— =+ &, ou também,
(x-2) 7 (x- 2)
lim 1 =+rc
x 2 (x- 2f
2. As retasy = 1 e y =11 sdo assintotas horizontais do grafico €éx) = - , pois
X"+
im X =1e lim —>— =-1.
X- + @ X2+2 x--uX2+2
: 2x° e g . e-8g
3. A retay = 2x é assintotao grafico de f (x) =———, pois lim & - 2xg = lim gz
y . W= eea PO Ee 0™ 207 Mg al

3.15 Teoremas adicionais sobre limites

Definicao: (Funcao limitada)

Dizemos que uma fungadefinida no conjunto Aé limitada en B E A se existir um niumero M > @l
que, para toda pertencente a B tem¢$(x)| <M,istoé,- M<f(X)<M.

Em simbolos, temos:

f élimitadaemB U ($M >0; xi BY [f(x|<M).
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Por exemplo, a funcdo f(x) = cosx é limitada em R, pdis O cosx O 1, _para t
f(x) = x> + 1 ndo é limitada em R, mas é limitada no intervalo ], poisi 2 &+ x1 O 2, pa
x i [-1, 1].

A

i G al

y x

Teoremas:

1) Selim f (x) = L entdo existe um intervalo aberto | conteadal que f € limitada emil { a}.
X- a

2) Conservagao de Sinal
Selim f(x) =L, 0 entdo existe um intervalo aberto | conteadal que f conserva o mesmo sinal de
X- a

Lem IT {a}.

3) Confronto (ou Sanduiche)
Se Ii_m g(x)=L= Ii_m h(x) e sef & uma funcgéo tal qug(x) ¢ f(x) ¢ h(x) para todox | |7 {a},

onde | € um intervalo aberto conteraj@ntdolim f(x) = L.
X- a

4) Selim f(x) =L e limg(x) =M, com L < M, entdo existe um intervalo aberto | conteadal que
f(x)<g(x) emli {a}.

5) Selxi_ma f(xX) =0 e g(x) élimitadaem I {a} entdo lema(f (x).g(x)) =0.

Exemplos:

1. Calculelim x*.g(x), onde g(x :\Iel S€ XA Q.
x- 0 i-1 sexl Q

2

2. Sejaf uma funcdo definida em R tal que, para tado 1 x*+3x ¢ f(x) < X . Calculeli(nl f(X)

e justifique.
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0
8

1
|Sen—

3. Calculelxlmoég( -

3.16 Limites Trigonométricos
Teoremas

1) limsenx=sena " al R
X- a

2) limcosx=cosa, "al R
X- a

3) imtgx=tga, "al R a, kp+£, ki z AY
X- a 2 M T
Limite Trigonometrico Fundamental: lim SeX_q X _
) X o WX

Demonstracao:

Consideremos a circunferéncia de ramollado.

Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variacdo de
ao intervalo%,%g. Podemos escrever:

Q =
areaDMOA< areasetoMOA< areaDAOT U OA 2MM OA 2AM OAZAT U MM'< AM < AT U
U senx< x<tgxU 1<L <i U 1>ﬂx> COSX.
senx Ccosx X
Para x no intervalo %‘e %,08, a desigualdade 1> senx, cosx € valida, pois
C = X
ser( x) _ - senx_ senx e cod- x)= cosx.
X - X
Portanto, a desigualdade> senx, cosx é valida parax| S‘e % %8 ex, 0.
X C -
senx
Como I|m cosx=cosD=1e I|m 1=1 entaq pelo teorema do confronto, obterrims— =1.
X
Exemplo: Calcular os seguintes limites:
a) lim SEEX b) lim SEX
x- 0 2X x-0 X
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¢) lim S€r8X d) lim X fox
x- 0 semx X
€) Ilmae<sen18 f) lim ge<sen18
g X= X'*t X+
1- cosx
g) lim ——

3.17- Limite sda Funcéao Exponencial

AY

y=1a" y=a" !
(@>1) o 0<a<1) |

44__,./(0.1)

xY "

Teoremas

1)Seal ReO<a, 1 entdolima* =1.
2)Seal ReO<a, 1 entéolimbaX =a.

3)Seal Rea>1entdolim a*=+ ae Ilm a =0.

X- + o

4)Seal ReO<a<lentdolim a*=0e I|m a =+ k.

X- + 0

f() — I|mf(x) _ ¢
5)Seal R O<a, 1eI|mf(x) centaollma =a- =a.



Exemplo: Calcular os seguintes limites:

a) le_m23

0 g ~X

d) ima-o
x- 3cex

g) lim ¢

X- + @

3x+2
) limex?
x- 0

a1y
b) lima-o
- -1c2+
0 4 ~X
&) lim &8
x + 3+
h) lim €’
x*-4
K) Ii_szX'2

3.18 Limites da Funcé&o Logaritmica

Teoremas

1) Se

2) Se

3) Se

4) Se

5) Se

c) lime*
X- 2

) im

TR
-0,

. . 2
|) I|m 3x +6x+2
X- -2

x-1
) lim e¥*-1
X- 1
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