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Cálculo I ï Profª Maria Julieta Ventura Carvalho  de Araujo  

 

Capítulo 3: Limite de uma Função e Continuidade 

 
3.1- Noção de Limite de uma Função (Noção Intuitiva) 
 

Exemplo 1: Considere a função 
x

xf
1

1)( -=  definida para todo x real  e  x Í 0.  

 Observe os valores da função f quando x cresce ilimitadamente e quando x decresce 

ilimitadamente. Observe também o seu gráfico. 

 
 Esta função se aproxima de 1 quando x cresce ilimitadamente e quando x decresce ilimitadamente. 

Dizemos que esta fun­«o tende a 1 quando x tende a +Ð e quando x tende a ï Ð e denotamos 

1)(lim  e  1)(lim ==
-¤­+¤­

xfxf
xx

. 

 Além disso, observando o gráfico da função, podemos dizer que f(x) cresce ilimitadamente 

quando x se aproxima de 0 por valores menores que 0 e que f(x) decresce ilimitadamente quando x se 

aproxima de 0 por valores maiores que 0. Neste caso nos referimos aos limites laterais e denotamos, 

respectivamente, por -¤=+¤=
+- ­­

)(lim  e  )(lim
00

xfxf
xx

.    

 

Exemplo 2: Considere a função 23)( 2 -+= xxxf  definida para todo x real.  

Intuitivamente, analisando as sucessões nas tabelas seguintes, podemos dizer que f(x) tende para +Ð 

quando x tende para +Ð ou para ïÐ e denotamos por +¤=+¤=
-¤­+¤­

)(lim  e  )(lim xfxf
xx

. 
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Exemplo 3: Observando o gráfico da função 
x

xf
1

cos)( =  e a tabela a seguir podemos afirmar que o 

gráfico oscila numa vizinhança de zero sem tender para um limite. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemplo 4: Observando o gráfico da função 
)1(

)1).(12(
)(

-

-+
=

x

xx
xf  definida para todo x real e x Í 1 e as 

tabelas abaixo podemos escrever 3)(lim ainda,ou  , )(lim3)(lim
111

===
­­­ +-

xfxfxf
xxx

. 

             
 

À medida que tomamos valores de x cada vez mais próximos de 1 (x Ÿ 1), os valores de f(x) 

tornam-se cada vez mais pr·ximos de 3 (f(x) Ÿ 3), independentemente da sucess«o de valores de x 

usados. 

 Pode-se observar que é possível tomar o valor de f(x) tão próximo de 3 quanto desejamos, desde 

que tomamos x suficientemente pr·ximo de 1 (x Í 1). 

 A id®ia ñtomar o valor de f(x) t«o pr·ximo de 3 quanto desejamosò ® traduzido matematicamente 

pela desigualdade e<-3)(xf , sendo eum número positivo qualquer, tão pequeno quanto se possa 

imaginar. 

 A id®ia ñdesde que tomamos x suficientemente pr·ximo de 1 (x Í 1)ò significa que deve existir 

um intervalo aberto de raio 0>d  e centro a = 1 tal que se x Í 1 variar nesse intervalo, isto ®,                  

se   3)(  então  10 ed <-<-< xfx . 

 

3.2- Definição de Limite de uma Função 
 

 Intuitivamente dizemos que uma função f(x) tem limite L quando x tende para a, se é possível 

tomar f(x) arbitrariamente pr·ximo de L, desde que tomamos valores de x, x Í a, suficientemente 

próximos de a. 

 

 Formalmente, temos: 

 Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o número real a. Seja f uma função definida em I, 

exceto, possivelmente, no próprio a. 

 Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a a, é L e escrevemos Lxf
ax

=
­

)(lim , se para todo 

0>e  existir um 0>d  tal que se ed <-<-< Lxfax )(  então  0 . 

 Em símbolos, temos: 

            ( )edde <-Ý<-<>$>"Ú=
­

LxfaxLxf
ax

)(  0 ;0 ,0    )(lim  . 
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Observação: Para a definição do limite, quando x tende a a, não é necessário que a função esteja definida 

em a e pode ocorrer que a função esteja definida em a e )()(lim afxf
ax

¸
­

. O que interessa é o 

comportamento de f(x) quando x se aproxima de a e não o que ocorre com f quando x = a. 

 

 

3.3- Exemplos 
 

1. Considere a função 
)1(

)1).(12(
)(

-

-+
=

x

xx
xf  definida para todo x real e x Í 1. Assim, se x Í 1 ent«o    

f(x) = 2x + 1. Vamos mostrar, usando a definição, que 3)(lim
1

=
­

xf
x

.  

Devemos mostrar que dado 0>e , existe 0>d  tal que  se ed <-<-< 3)(  então  10 xfx .    

Dado 0>e , tomemos 
2

e
d= .  Logo, obtemos: 

e
ee

d =<-=-=-+=-Ý<-<Ý<-<
2

.212223123)(
2

1010 xxxxfxx . 

Portanto, 3)(lim
1

=
­

xf
x

. 

 

2. Seja RRf ­:  definida por 
í
ì
ë

=

¸+
=

1  se          ,5

1  se   ,12
)(

x

xx
xf .  

Temos )1(3)12(lim)(lim
11

fxxf
xx

¸=+=
­­

 

          

 

3. Demonstre, usando a definição, que 16lim 2

4
=

­
x

x
. 

Devemos mostrar que dado 0>e , existe 0>d  tal que  se ed <-<-< 16  então  40 2xx . 

Notemos que 4.4)4).(4(162 +-=+-=- xxxxx . 

Se 14 <-x , obtemos: 

949499475314114 <+Ý<+<-Ý<+<Ý<<Ý<-<-Ý<- xxxxxx . 

Seja 
ý
ü
û

í
ì
ë

=
9

,1min
e

d . Assim,   :obtemos  40  se  e  
9

  ,1 d
e

dd <-<¢¢ x   

e
eee

d =<+-=-Ý<-<+Ý<-<-Ý<-< 9.
9

4.416
9

4  e  94
9

4  e  1440 2 xxxxxxxx . 

Portanto, 16lim 2

4
=

­
x

x
. 

 

3.4- Unicidade do Limite 
 

Teorema 1 

Se 2121   então  )(lim  e  )(lim LLLxfLxf
axax

===
­­

.  

 

Demonstração: 

Vamos supor L1 Í L2.  

Seja 021 >-= LLe . Como 21 )(lim  e  )(lim LxfLxf
axax

==
­­

 então existem 0 , 21 >dd  tais que se 

2
)(  então  0  se  e  

2
)(  então  0 2211

e
d

e
d <-<-<<-<-< LxfaxLxfax .  
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Seja { }21,min ddd= . Assim 21   , dddd ¢¢  e se  
2

)(  e  
2

)(  então  0 21

ee
d <-<-<-< LxfLxfax . 

Mas e
ee

e =+<-+-¢-+-=-=
22

)()()()( 212121 LxfxfLLxfxfLLL , o que é um absurdo. 

Portanto 21 LL = . 

 

 

3.5- Propriedades do limite de uma função 
 

Seja a elemento do intervalo aberto I e em I ï { a} estão definidas as funções envolvidas na propriedade. 

 

L1 ï Se f é uma função definida por f(x) = c, para todo x real, onde c Í R, então ccxf
axax
==

­­
lim)(lim . 

 

L2 ï Se c Í R  e  Lxf
ax

=
­

)(lim  então [ ] Lcxfcxfc
axax

.)(lim.)(.lim ==
­­

. 

 

L3 ï Se MLxgfMxgLxf
axaxax

+=+==
­­­

))((lim  então  )(lim  e  )(lim . 

Obs.: Esta propriedade pode ser estendida para uma soma de um número finito de funções, isto é, se 

ää
==

­­
=ö
÷

õ
æ
ç

å
¢¢Í=

n

i

i

n

i

i
ax

ii
ax

LxfniNiLxf
11

)(lim  então  ,1  e   , )(lim . 

 

L4 ï Se MLxgfMxgLxf
axaxax

-=-==
­­­

))((lim  então  )(lim  e  )(lim . 

 

L5 ï Se MLxgfMxgLxf
axaxax

.))(.(lim  então  )(lim  e  )(lim ===
­­­

. 

Obs.: Esta propriedade pode ser estendida para um produto de um número finito de funções, isto é, se 

ÔÔ
==

­­
=öö
÷

õ
ææ
ç

å
¢¢Í=

n

i

i

n

i

i
ax

ii
ax

LxfniNiLxf
11

)(lim  então  ,1  e   , )(lim . 

 

L6 ï Se Lxf
ax

=
­

)(lim  então [ ] { },...3,2,1 para , )(lim Í=
­

nLxf nn

ax
. 

 

L7 ï Se 
M

L
x

g

f
MxgLxf

axaxax
=¸==

­­­
))((lim  então  0)(lim  e  )(lim . 

 

L8 ï Se ímpar   ,  e  0ou      e  0 com  ,)(lim  então  )(lim nNnLNnLLxfLxf nn

axax
Í¢Í>==

­­
. 

 

L9 ï Se [ ] [ ] senLxfsenxfsenLxf
axaxax

===
­­­

)(lim)(lim  então  )(lim . 

 

L10 ï Se [ ] [ ]  cos)(limcos)(coslim  então  )(lim LxfxfLxf
axaxax

===
­­­

. 

 

 

 

Teorema 2 

O limite de uma função polinomial Raxaxaxaxaaxf i

n

i

i

i

n

n Í=++++= ä
=

 , ...)(
0

2

210 , para x tendendo 

para a, é igual ao valor numérico de f(x) para x = a, ou seja, )()(lim afxf
ax

=
­

. 
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Demonstração: 

É claro que ax
ax
=

­
lim , pois, dado eedede <-=<-<=> axax   então  0  se  e      tome0 . Assim 

[ ] niaxx ii

ax

i

ax
, ... ,3,2,1 para ,  limlim  ===

­­
.  

Temos, então: 

[ ] )(limlimlim)(lim
000

afaaxaxaxaxf
n

oi

i

i

n

i

i

ax
i

n

i

i

i
ax

n

i

i

i
axax

===== ääää
==

­
=

­
=

­­
.  

 

3.6- Exercícios 
 

1.Calcular os seguintes limites: 

a) ( )53lim 2

2
++

­
xx

x
                                                h)  

xx

x

x 2

4
lim

2

2

2 -

-

­
 

b) 
7

5
lim

33 -

-

­ x

x

x
                                                         i)  

1252

3116
lim

2

2

2

3 --

++

-­ xx

xx

x

 

c)  14lim 4

2
+-

-­
xx

x
                                              j)  

1

1
lim

2

3

1 -

-

­ x

x

x
 

d)  

2
2

1 23

12
lim öö

÷

õ
ææ
ç

å

-

+-

­ x

xx

x
                                            k)  

353

142
lim

23

23

1 -+-

+-+

­ xxx

xxx

x
 

e)  3
2

23

2 34

232
lim

++

+-+

-­ xx

xxx

x
                                   l)  

132

243
lim

23

23

1 +-

+--

­ xx

xxx

x
 

f)  
x

xx

x 3

2
lim

2

2

-

­
                                                    m)  

3

21
lim

3 -

-+

­ x

x

x
 

g)  
1

1
lim

2

1 -

-

­ x

x

x
                                                        n)  

1

12
lim

1 -

+-

­ x

xx

x
 

 

Respostas: a) 15; b) -1/10; c) 5; d) 4; e) -2; f) 
3

122 - ; g) 2; h) 2; i) 7/11; j) 3/2; k) 2; l) 5/3; m) ¼; n) 
4

2 . 

 

2. Seja a função f definida por 
î
í

î
ì

ë

=

¸
-

+-

=

1  se                     ,3

1  se     ,
1

23

)(

2

x

x
x

xx

xf .   Calcular )(lim
1

xf
x­

.   (Resp.: -1) 

 

 

3. Seja a função f definida por 
î
í

î
ì

ë

=

¸
-

--

=

2  se                       ,3

2  se     ,
2

232

)(

2

x

x
x

xx

xf .   Calcular )(lim
2

xf
x­

.   (Resp.: 5) 

 

4. Calcular 
1  53

2
 lim
32 --

-

­ x

x

x
.     (Resp.: 1) 

 

5. Calcular 
4

8
 lim
364 -

-

­ x

x

x
 .           (Resp.: 3) 

 

Livro texto: Páginas 72 a 75, exceto números 16, 35 e 37.   
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3.7- Limites Laterais 
 

 Ao considerarmos  )(lim Lxf
ax

=
­

, estamos interessados no comportamento da função nos valores 

próximos de a, isto é, nos valores de x pertencentes a um intervalo aberto contendo a, mas diferentes de a, 

e, portanto, nos valores desse intervalo que são maiores ou menores que a. 

 Entretanto, o comportamento em algumas funções, quando x está próximo de a, mas assume 

valores menores que a, é diferente do comportamento da mesma função, quando x está próximo de a, mas 

assume valores maiores que a. 

 Por exemplo, na função 
î
í

î
ì

ë

>-

=

<-

=

  1  se    ,2

1  se          ,2

1  se    ,4

)(

xx

x

xx

xf   atribuindo a x valores próximos de 1, porém 

menores que 1 (à esquerda de 1), temos que os valores da função ficam próximos de 3; e atribuindo a x 

valores próximos de 1, porém maiores que 1(à direita de 1), temos que os valores da função ficam 

próximos de ï 1. 

 

Definições: 

 

1) Limite lateral à direita   

 Seja f uma função definida em um intervalo aberto (a, b). 

 O limite de f(x), quando x se aproxima de a pela direita, será L e escrevemos Lxf
ax

=
+­

)(lim  se, 

para todo 0>e , existir 0>d  tal que se ed <-+<< Lxfaxa )(  então  . 

 Em símbolos, temos: 

           ( )edde <-Ý+<<>$>"Ú=
+­

LxfaxaLxf
ax

)(      ;0  ,0    )(lim . 

   

2) Limite lateral à esquerda  

 Seja f uma função definida em um intervalo aberto (b, a). 

 O limite de f(x), quando x se aproxima de a pela esquerda, será L e escrevemos Lxf
ax

=
-­

)(lim  se, 

para todo 0>e , existir 0>d  tal que se ed <-<<- Lxfaxa )(  então  . 

 Em símbolos, temos: 

           ( )edde <-Ý<<->$>"Ú=
-­

LxfaxaLxf
ax

)(      ;0  ,0    )(lim . 

 

Observação: As propriedades de limites e o teorema do limite de função polinomial são válidos se 

substituirmos   por  ou   por    -+ ­­­ axaxax . 

 

Teorema 3 

Seja I um intervalo aberto contendo a e seja f uma função definida para x Í I ï { a} . Temos Lxf
ax

=
­

)(lim  

se, e somente se, existirem os limites laterais )(lim xf
ax +­

 e )(lim xf
ax -­

 e forem ambos iguais a L. 

 

Demonstração: 

 

(Ý) Dado 0>e , como Lxf
ax

=
­

)(lim , então existe 0>d  tal que se ed <-<-< Lxfax )(    temos0 . 

Logo, se edd <-<-<+<< Lxfaxaxa )(  que, segue e,  0  então  , ou seja, Lxf
ax

=
+­

)(lim . 

Também, se edd <-<-<<<- Lxfaxaxa )(  assim, e,  0  então  , ou seja, Lxf
ax

=
-­

)(lim . 
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(Û) Dado 0>e , como )(lim)(lim xfLxf
axax -+ ­­

== , então existem 0  e  0 21 >> dd  tais que se 

ed <-+<< Lxfaxa )(    temos1  e se ed <-<<- Lxfaxa )(    temos2 . Assim, se { }21,min ddd=  

e se eddd <-<<-+<<<-< Lxfaxaaxaax )( implica que o  ,ou        temos0 21 . 

          Logo, Lxf
ax

=
­

)(lim .        

 

Exemplos: 

 

1. Dada a função 31)( -+= xxf  , determinar, se possível,  )(lim
3

xf
x +­

 e  )(lim
3

xf
x -­

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Seja a função f definida por 
î
í

î
ì

ë

>-

=-

<-

=

1  se     ,3

1  se        ,1

1  se   ,4

)(

2

xx

x

xx

xf  . Determinar, se possível, )(lim
1

xf
x­

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Seja a função f definida por xxf =)(  . Determinar, se possível, )(lim
0

xf
x­

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Seja a função f definida por 
î
í

î
ì

ë

>-

=

<+

=

2  se   ,9

2  se          ,2

2  se   ,1

)(

2

2

xx

x

xx

xf  . Determinar, se possível, )(lim
2

xf
x­

. 
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3.8- Exercícios 
 

1. Calcular os limites indicados, se existirem; se o(s) limite(s) não existir(em), especificar a razão. 

a) )(lim       )(lim       )(lim          

  1  se    ,14

1  se            ,2

1  se    ,23

)(
111

xfxfxf

xx

x

xx

xf
xxx ­­­ -+

î
í

î
ì

ë

<+

=

>-

=   

 

b) )(lim       )(lim       )(lim          

  0  se            ,1

0  se      ,
)(

000
xfxfxf

x

x
x

x

xf
xxx ­­­ -+

î
í

î
ì

ë

=

¸
-

=  

 

c) )(lim       )(lim       )(lim          2   ,
2

253
)(

222

2

xfxfxfx
x

xx
xf

xxx ­­­ -+
¸

-

--
=  

 

Respostas: a) 1; 5; não existe;   b) ï 1; 1; não existe;   c) 7; ï 7; não existe. 

 

2. Dada a função f definida por 
î
í

î
ì

ë

-<-

-=

->-

=

1  se    ,5

1  se            ,3

1  se    ,23

)(

xax

x

xx

xf  . Determinar aÍ R para que exista )(lim
1

xf
x -­

. 

Resp.: a = ï 10. 

 

3. Seja 
í
ì
ë

>-

¢-
=

3   se   ,73

3   se      ,1
)(

xx

xx
xf .   

Calcular: a) )(lim
3

xf
x -­

    b) )(lim
3

xf
x +­

    c) )(lim
3

xf
x­

    d) )(lim
5

xf
x -­

    e) )(lim
5

xf
x +­

    f) )(lim
5

xf
x­

.       

Esboçar o gráfico de f. 

 

Resp.: a) 2;    b) 2;    c) 2;    d) 8;    e) 8;    f) 8. 

 

Livro texto: Páginas 79 e 80. 

 

 

3.9- Cálculo de Limites ï Formas Indeterminadas 
 

Dizemos que as expressões ¤¤¤¤-¤
¤

¤
1  ,  ,0  ,.0  ,  ,  ,

0

0 00  são formas indeterminadas. 

Isso significa que nada podemos afirmar, por exemplo, sobre o limite do quociente 
)(

)(

xg

xf
, quando 

x tende a a,  se f e g são funções tais que )(lim0)(lim xgxf
axax ­­

== . Para comprovar isto, vejamos: 

1. Sejam f(x) = x
3
  e  g(x) = x

2
. Temos 0limlim

)(

)(
lim  e  )(lim0)(lim

02

3

0000
=====

­­­­­
x

x

x

xg

xf
xgxf

xxxxx
. 

2. Sejam f(x) = x
2
  e  g(x) = x

4
. Temos +¤=====

­­­­­ 204

2

0000

1
limlim

)(

)(
lim  e  )(lim0)(lim

xx

x

xg

xf
xgxf

xxxxx
 

(explicação deste último resultado no próximo item).   

  

Sobre as outras formas indeterminadas, veremos exemplos mais adiante. 
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Exemplo: Calcular os seguintes limites: 

 

a) 
4

23
lim

2

3

2 -

+-

-­ x

xx

x
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) 
x

x

x

22
lim

0

-+

­
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) 
1

1
lim

3

1 -

-

­ x

x

x
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d) 
( )

h

xhx

h

22

0
lim

-+

­
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.10- Exercícios 
 

Páginas 83 e 84 do livro texto. 
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3.11- Limites Infinitos  
 

Definições: 

 

1) Seja f uma função definida em um intervalo aberto I contendo a, exceto, possivelmente, em a. 

     Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos +¤=
­

)(lim xf
ax

 se, 

para qualquer número M > 0, existir 0>d  tal que se Mxfax ><-< )(  então  0 d . 

      Em símbolos, temos: 

      ( )MxfaxMxf
ax

>Ý<-<>$>"Ú+¤=
­

)(    0  ;0  ,0    )(lim dd . 

 

       Exemplo: Analisando o comportamento da função f definida por 
( )21

1
)(

-
=

x
xf  vemos que os 

valores da função são cada vez maiores à medida que x se aproxima de 1. Em outras palavras, podemos 

tornar f(x) tão grande quanto desejarmos, isto é, maior que qualquer número positivo, tomando valores 

para x bastante próximos de 1 e escrevemos 
( )

+¤=
-­ 21 1

1
lim

xx
.    

Formalmente, dado M > 0, seja 0
1
>=

M
d .  Se 

M
x

1
10 <-<  

então 
( )

( ) MM
xx

xf =>
-

=
-

=
2

22
1

1

1

1
)( . Logo 

( )
+¤=

-­ 21 1

1
lim

xx
.   

 

                                                                                                                              

2) Seja f uma função definida em um intervalo aberto I contendo a, exceto, possivelmente, em a. 

     Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(x) decresce ilimitadamente e escrevemos -¤=
­

)(lim xf
ax

 

se, para qualquer número M < 0, existir 0>d  tal que se Mxfax <<-< )(  então  0 d . 

      Em símbolos, temos: 

      ( )MxfaxMxf
ax

<Ý<-<>$<"Ú-¤=
­

)(    0  ;0  ,0    )(lim dd . 

 

       Exemplo: Analisando o comportamento da função f definida por 
( )21

1
)(

-

-
=

x
xf  vemos que os 

valores da função são cada vez menores à medida que x se aproxima de 1. Em outras palavras, podemos 

tornar os valores de f(x) tanto menores quanto desejarmos, isto é, menores que qualquer número negativo, 

tomando valores para x bastante próximos de 1 e escrevemos 
( )

-¤=
-

-

­ 21 1

1
lim

xx
. 

Formalmente, dado M < 0, seja 0
1
>

-
=

M
d .  Se 

M
x

-
<-<

1
10  

obtemos: 
( )

M
xx

xfM
xM

x <
-

-
=

-

-
=Ý->

-
Ý

-
<-

222

2

1

1

1

1
)(

1

11
1 . 

Logo, 
( )

-¤=
-

-

­ 21 1

1
lim

xx
. 

 

 

Observação: Os s²mbolos ñ+Ðò  e  ñïÐò n«o representam n¼meros reais, nos indicam apenas o que 

ocorre com a função quando x se aproxima de a.  
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3) Limites laterais infinitos 

 

   ( )MxfaxaMxf
ax

>Ý+<<>$>"Ú+¤=
+­

)(      ;0  ,0    )(lim dd  

   ( )MxfaxaMxf
ax

>Ý<<->$>"Ú+¤=
-­

)(      ;0  ,0    )(lim dd  

   ( )MxfaxaMxf
ax

<Ý+<<>$<"Ú-¤=
+­

)(      ;0  ,0    )(lim dd  

   ( )MxfaxaMxf
ax

<Ý<<->$<"Ú-¤=
-­

)(      ;0  ,0    )(lim dd  

 

   Exemplo: Observando o gráfico da função 
1

1
)(

-
=

x
xf  podemos afirmar que +¤=

+­
)(lim

1
xf

x

  e  

-¤=
-­

)(lim
1

xf
x

. 

 

Teorema 4     

Sejam f e g funções tais que 0)(lim  e  0)(lim =¸=
­­

xgLxf
axax

. Então: 

1) 0
)(

)(
  se  ,

)(

)(
lim >+¤=
­ xg

xf

xg

xf

ax
 quando x está próximo de a; 

 

2) 0
)(

)(
  se  ,

)(

)(
lim <-¤=
­ xg

xf

xg

xf

ax
 quando x está próximo de a. 

 

Observação: Este teorema continua válido se substituirmos   por  ou   por    -+ ­­­ axaxax . 

 

Exemplo: Calcular os seguintes limites: 

 

a) 
( )21 1

23
lim

-

+

­ x

x

x
                                                                     d) 

1

25
lim

1 +

+

-­ x

x

x
  

 

 

 

 

 

 

 

b) 
( )22 2

1
lim

-

-

­ x

x

x
                                                                   e) 

1

12
lim

1 -

+
-­ x

x

x
 

 

 

 

 

 

 

 

c) 
( )21 1

32
lim

-

+

­ x

x

x
                                                                    f) 

1

12
lim

1 -

+
+­ x

x

x
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3.12- Limites no Infinito  
 

Definições:  

 

1) Seja f uma função definida em um intervalo aberto (a, +Ð). 

     Dizemos que, quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos Lxf
x

=
+¤­

)(lim  se, 

para qualquer número e > 0, existir N > 0 tal que se e<-> LxfNx )(  então  . 

      Em símbolos, temos: 

      ( )ee <-Ý>>$>"Ú=
+¤­

LxfNxNLxf
x

)(      ;0  ,0    )(lim . 

       Exemplo: Observando o comportamento da função f definida por 
x

xf
1

1)( -=   vemos que quando x 

cresce ilimitadamente, os valores da função f se aproximam cada vez mais de 1, isto é, podemos tornar 

f(x) tão próximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos para x valores cada vez maiores e escrevemos 

1
1

1lim =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

+¤­ xx
.  

Formalmente, dado e > 0, tome 0
1
>=
e

N .  Se  x > N obtemos: 

ee
e

<==--=-Ý<<Ý>>
xxx

xf
x

x
11

1
1

11)(
1

00
1

.  

Logo, 1
1

1lim =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

+¤­ xx
.    

 

 

2) Seja f uma função definida em um intervalo aberto (ï Ð, a). 

     Dizemos que, quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos Lxf
x

=
-¤­

)(lim  

se, para qualquer número e > 0, existir N < 0 tal que se e<-< LxfNx )(  então  . 

      Em símbolos, temos: 

      ( )ee <-Ý<<$>"Ú=
-¤­

LxfNxNLxf
x

)(      ;0  ,0    )(lim . 

       Exemplo: Observando novamente o comportamento da função f definida por 
x

xf
1

1)( -=   vemos 

que quando x decresce ilimitadamente, os valores da função f se aproximam cada vez mais de 1, isto é, 

podemos tornar f(x) tão próximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos para x valores cada vez menores 

e escrevemos 1
1

1lim =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

-¤­ xx
.  

Formalmente, dado e > 0, tome 0
1
<-=
e

N .  Se  x < N obtemos: 

ee
e

<-==--=-Ý<<-Ý<-<
xxx

xf
x

x
11

1
1

11)(0
1

0
1

.  Logo, 1
1

1lim =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

-¤­ xx
.    

 

3) Limites infinitos no infinito 

 

   ( )MxfNxNMxf
x

>Ý>>$>"Ú+¤=
+¤­

)(      ;0  ,0    )(lim  

   ( )MxfNxNMxf
x

<Ý>>$<"Ú-¤=
+¤­

)(      ;0  ,0    )(lim  

   ( )MxfNxNMxf
x

>Ý<<$>"Ú+¤=
-¤­

)(      ;0  ,0    )(lim  

   ( )MxfNxNMxf
x

<Ý<<$<"Ú-¤=
-¤­

)(      ;0  ,0    )(lim  

 



 47 

   Exemplo: Observando o gráfico da função 2)( xxf =  podemos afirmar que +¤=
+¤­

)(lim xf
x

  e  

+¤=
-¤­

)(lim xf
x

. 

 

Observação: As propriedades de limites são válidas se substituirmos 

  por  ou   por    -¤­+¤­­ xxax . 

 

Teoremas 
 

1) Se c Í R então ccc
xx -¤­+¤­
== limlim . 

 

2) Se n é um inteiro positivo então:    

     a)  +¤=
+¤­

n

x
xlim  ; 

     b)  
í
ì
ë

¤-

¤+
=

-¤­ ímpar  én    se   ,

par én    se   ,
lim n

x
x . 

 

3) Se n é um inteiro positivo então:    

     a)  0
1

lim =
+¤­ nx x

 ; 

     b)  0
1

lim =
-¤­ nx x

. 

 

4) Se ,0 , ...)( 2

210 ¸++++= n

n

n axaxaxaaxf  é uma função polinomial, então n

n
xx

xaxf
+¤­+¤­

=lim)(lim   e   

n

n
xx

xaxf
-¤­-¤­

=lim)(lim . 

 

5) Se ,0 , ...)( 2

210 ¸++++= n

n

n axaxaxaaxf  e  ,0 , ...)( 2

210 ¸++++= m

m

m bxbxbxbbxg  são funções 

polinomiais então mn

m

n

xx
x

b

a

xg

xf -

+¤­+¤­
=lim

)(

)(
lim   e  mn

m

n

xx
x

b

a

xg

xf -

-¤­-¤­
=lim

)(

)(
lim . 

 

 

Propriedades dos limites no infinito e limites infinitos  
  

 A tabela a seguir nos dá um resumo dos fatos principais válidos para os limites envolvendo 

infinitos, onde podemos ter -¤­+¤­­­­ -+ xxaxaxax ou      ,  ,  ,  . 

 Na tabela, 0
+
 indica que o limite é zero e a função se aproxima de zero por valores positivos e 0

-
 

indica que o limite é zero e a função se aproxima de zero por valores negativos.  
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Exemplo: Calcular os seguintes limites: 

 

a) ( )3523lim 23 +-+-
+¤­

xxx
x

                                                e) 
32

45
lim

-

-

-¤­ x

x

x
  

 

 

 

 

 

b) ( )45273lim 234 --+-
-¤­

xxxx
x

                                         f) 
253

14
lim

2 -+

-

-¤­ xx

x

x
 

 

 

 

 

 

c) 22lim 2 +-
+¤­

xx
x

                                                            g) 
52

52
lim

2-

+

+¤­ x

x

x
 

 

 

 

 

 

d) 53lim 2 +-
-¤­

xx
x

                                                             h) 
52

52
lim

2-

+

-¤­ x

x

x
 

 

 

 

 

 

3.13- Exercícios 
 

Páginas 93, 94 e 95 do livro texto (exceto nº 14). 
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3.14- Assíntotas 
 

Definições: 

 

1) A reta x = a é uma assíntota vertical do gráfico da função f se f(x) tende para +Ð ou ïÐ quando x 

tende para a pela esquerda ou pela direita, ou seja, se pelo menos uma das seguintes afirmações for 

verdadeira: 

a) +¤=
+­

)(lim xf
ax

  

b) +¤=
-­

)(lim xf
ax

 

c) -¤=
+­

)(lim xf
ax

 

d) -¤=
-­

)(lim xf
ax

. 

 

2) A reta y = b é uma assíntota horizontal do gráfico da função f se f(x) tende para b quando x tende para 

+Ð ou ïÐ, ou seja, se pelos menos uma das seguintes afirma­»es for verdadeira: 

a) bxf
x

=
+¤­

)(lim   

b) bxf
x

=
-¤­

)(lim . 

 

3) A reta y = ax + b é uma assíntota inclinada do gráfico da função f se pelos menos uma das seguintes 

afirmações for verdadeira: 

a) ( )[ ] 0)(lim =+-
+¤­

baxxf
x

  

b) ( )[ ] 0)(lim =+-
-¤­

baxxf
x

. 

 

Exemplos: 

1. A reta x = 2 é um assíntota vertical do gráfico de 
( )22

1
)(

-
=

x
xf , pois 

( )
+¤=

-+­
2

2 2

1
lim

xx
, ou também, 

( )
+¤=

--­
2

2 2

1
lim

xx
.  

 

2. As retas y = 1  e  y  = ï1 são assíntotas horizontais do gráfico de 
2

)(
2+

=
x

x
xf , pois 

1
2

lim
2

=
++¤­ x

x

x
 e  1

2
lim

2
-=

+-¤­ x

x

x
. 

 

3. A reta y = 2x  é assíntota do gráfico de 
4

2
)(

2

3

+
=

x

x
xf , pois 0

4

8
lim2

4

2
lim

22

3

=ù
ú

ø
é
ê

è

+

-
=ù
ú

ø
é
ê

è
-

+ °¤­°¤­ x

x
x

x

x

xx
. 

 

3.15- Teoremas adicionais sobre limites 
 

Definição: (Função limitada) 

   Dizemos que uma função, definida no conjunto A, é limitada em B Ë A se existir um número M > 0 tal 

que, para todo x pertencente a B temos Mxf <)( , isto é, MxfM <<- )( . 

    Em símbolos, temos: 

   ( )MxfBxMf <ÝÍ>$Ú )(  ;0B em limitada é . 
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   Por exemplo, a função f(x) = cosx é limitada em R, pois ï1 Ò cosx Ò 1, para todo x real; a fun­«o       

f(x) = x
3
 + 1 não é limitada em R, mas é limitada no intervalo [-1, 1], pois ï 2 Ò x

3
 + 1 Ò 2, para todo       

x Í [-1, 1]. 

 

            
 

 

Teoremas: 

 

1) Se Lxf
ax

=
­

)(lim  então existe um intervalo aberto I contendo a tal que f é limitada em I ï { a}.  

 

2) Conservação de Sinal 

     Se 0)(lim ¸=
­

Lxf
ax

 então existe um intervalo aberto I contendo a tal que f conserva o mesmo sinal de 

L em I ï { a}.  

 

3) Confronto (ou Sanduíche) 

     Se )(lim)(lim xhLxg
axax ­­

==  e se f  é uma função tal que )()()( xhxfxg ¢¢  para todo x Í I ï { a}, 

onde I é um intervalo aberto contendo a, então Lxf
ax

=
­

)(lim . 

 

4) Se Lxf
ax

=
­

)(lim  e Mxg
ax

=
­

)(lim , com L < M, então existe um intervalo aberto I contendo a tal que 

)()( xgxf <  em I ï { a}.  

 

5) Se 0)(lim =
­

xf
ax

 e )(xg  é limitada em I ï { a} então ( ) 0)().(lim =
­

xgxf
ax

. 

 

 

Exemplos:  
 

1. Calcule 
í
ì
ë

Î-

Í
=

­ Qx

Qx
xgxgx

x   se   ,1

  se      ,1
)(  onde  ),(.lim 2

0
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Seja f uma função definida em R tal que, para todo x Í 1, 
1

1
)(3

2
2

-

-
<¢+-

x

x
xfxx . Calcule )(lim

1
xf

x­
 

e justifique. 
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3. Calcule öö
÷

õ
ææ
ç

å

­ x
senx

x

1
.lim 2

0
. 

 

 

 

 

 

 

 

3.16- Limites Trigonométricos 
 

Teoremas 

 

1) Rasenasenx
ax

Í"=
­

   ,lim  

 

2) Raax
ax

Í"=
­

   ,coscoslim  

 

3) ZkkaRatgatgx
ax

Í+¸Í"=
­

  ,
2

  ,   ,lim
p

p  

 

Limite Trigonométrico Fundamental:   1lim
0

=
­ x

senx

x
 

Demonstração: 
   Consideremos a circunferência de raio 1 ao lado. 

   Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variação de x  

ao intervalo ö
÷

õ
æ
ç

å

2
,0
p

. Podemos escrever:  

Ú<<Ú<<ÚD<<D ATAMMM
ATOAAMOAMM

MOAMOA '
2

 . 

2

  . 

2

 . .OA
AOT áreasetor  área área

'

 x
x

senx

xsenx

x
tgxxsenx cos1

cos

1
1 >>Ú<<Ú<<Ú . 

   Para x no intervalo ö
÷

õ
æ
ç

å
- 0,

2

p
, a desigualdade x

x

senx
cos1 >>  é válida, pois 

( )
( ) xx

x

senx

x

senx

x

xsen
coscos  e  =-=

-

-
=

-

-
.  

   Portanto, a desigualdade x
x

senx
cos1 >>  é válida para 0  e  

2
,

2
¸ö

÷

õ
æ
ç

å
-Í xx
pp

. 

   Como 11lim  e  10coscoslim
00
===

­­ xx
x  então, pelo teorema do confronto, obtemos 1lim

0
=

­ x

senx

x
. 

 

Exemplo: Calcular os seguintes limites: 

 

a) 
x

xsen

x 2

2
lim

0­
                                                                      b) 

x

xsen

x

2
lim

0­
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c) 
xsen

xsen

x 4

3
lim

0­
                                                                       d) 

x

tgx

x 0
lim
­

 

 

 

 

 

 

 

e) ö
÷

õ
æ
ç

å

­ x
senx

x

1
.lim

0
                                                                 f) ö

÷

õ
æ
ç

å

+¤­ x
senx

x

1
.lim  

 

 

 

 

 

 

 

g) 
x

x

x

cos1
lim

0

-

­
 

 

 

 

 

 

 

3.17- Limite s da Função Exponencial 
 

                  
 

Teoremas 

 

1) Se 1lim  então  10  e  
0
=¸<Í

­

x

x
aaRa . 

 

2) Se 
bx

bx
aaaRa =¸<Í

­
lim  então  10  e  . 

 

3) Se 0lim  e  lim  então  1  e  =+¤=>Í
-¤­+¤­

x

x

x

x
aaaRa . 

 

4) Se +¤==<<Í
-¤­+¤­

x

x

x

x
aaaRa lim  e  0lim  então  10  e  . 

 

5) Se 
c

xf
xf

bxbx
aaacxfaRa bx ===¸<Í ­

­­

)(lim
)(lim  então  )(lim  e  10  , . 
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Exemplo: Calcular os seguintes limites: 

 

a) x

x
3lim

2­
                                           b) 

x

x
ö
÷

õ
æ
ç

å

-­ 2

1
lim

1
                                        c) x

x
e

2
lim
­

 

 

 

d) 

x

x e
ö
÷

õ
æ
ç

å

­

1
lim

3
                                        e) 

x

x
ö
÷

õ
æ
ç

å

+¤­ 3

1
lim                                         f) 

x

x
ö
÷

õ
æ
ç

å

-¤­ 3

1
lim  

 

 

 

g) x

x
e

+¤­
lim                                           h) x

x
e

-¤­
lim                                              i) 26

2

2

3lim ++

-­

xx

x
 

 

 

 

j) 1

23

0
lim -

+

­

x

x

x
e                                          k) 2

4

2

2

3lim -

-

­

x

x

x
                                         l) 1

1

1
lim -

-

­

x

x

x
e  

 

 

 

 

 

3.18- Limites da Função Logarítmica 
 

                 
 

Teoremas 

 

1) Se . 

 

2) Se . 

 

3) Se . 

 

4) Se . 

 

5) Se . 

 


