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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se uma nova formulagao para regressao ortogonal. O pro-
blema é definido como a minimizagao do risco empirico em relagao a uma funcao de perda
com tubo desenvolvida para regressao ortogonal, chamada p-insensivel. Um algoritmo
para resolver esse problema é proposto, baseado na abordagem da descida do gradiente
estocdstica. Quando formulado em variaveis duais o método permite a introducao de
funcoes kernel e flexibilidade do tubo. Até onde se sabe, este é o primeiro método que
permite a introducao de kernels, através do chamado “kernel-trick”, para regressao or-
togonal. Apresenta-se ainda um algoritmo para regressao classica que usa a funcao de
perda e-insensivel e segue também a abordagem da descida do gradiente. Para esse algo-
ritmo apresenta-se uma prova de convergéncia que garante um nimero finito de corregoes.
Finalmente, introduz-se uma estratégia incremental que pode ser usada acoplada com am-
bos os algoritmos para obter solugoes esparsas e também uma aproximacao para o “tubo
minimo” que contém os dados. Experimentos numéricos sao apresentados e os resultados

comparados a outros métodos da literatura.

Palavras-chave:  Regressao Ortogonal.  Métodos Kernel.  Algoritmos Online.

Maquinas de Vetores Suporte.



ABSTRACT

In this work, we introduce a new formulation for orthogonal regression. The problem
is defined as minimization of the empirical risk with respect to a tube loss function de-
veloped for orthogonal regression, named p-insensitive. The method is constructed via
an stochastic gradient descent approach. The algorithm can be used in primal or in dual
variables. The latter formulation allows the introduction of kernels and soft margins. To
the best of our knowledge, this is the first method that allows the introduction of kernels
via the so-called “kernel-trick” for orthogonal regression. Also, we present an algorithm
to solve the classical regression problem using the e-insensitive loss function. A conver-
gence proof that guarantees a finite number of updates is presented for this algorithm.
In addition, an incremental strategy algorithm is introduced, which can be used to find
sparse solutions and also an approximation to the “minimal tube” containing the data.

Numerical experiments are shown and the results compared with other methods.

Keywords: Orthogonal Regression. Kernel Methods. Online Algorithms.
Support Vector Machines.
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1 INTRODUCAO

O problema de regressao consiste em encontrar uma relagao desconhecida entre determi-
nados pontos z; € R" e seus correspondentes valores observados (geralmente chamados
de targets) y; € R. Esse problema normalmente é formulado como o de encontrar uma
funcao f : R® — R, que mapeia os pontos aos valores observados, minimizando determi-
nada funcao de perda. No caso da regressao classica, assume-se que o ruido estd presente
apenas nos valores observados e a fun¢ao de perda mede os desvios de f(z;) para os cor-
respondentes y;. Esse é o caso da formulagao proposta por Gauss, que minimiza a soma
dos erros ao quadrado entre os valores observados e a funcao estimada (HUBER] 1972).
Esse método, chamado de minimos quadrados encontra a melhor estimativa dentro do
principio de minimizagao do risco empirico, quando os ruidos relativos a amostragem real
dos dados sao gerados identicamente segundo uma distribuigdo normal (RAWLINGS et
al., [1998).

A aplicacao para problemas de regressao encontra um vasto campo na comunidade
cientifica. Dentre as principais areas pode-se citar fisica, economia, biologia, medicina,
processamento de sinais, engenharias, entre outros, em que é comum realizar determinado
experimento a partir do qual diversas variaveis sao medidas e deseja-se mapear o fenomeno
descrito por esses dados. Em geral, esse tipo de problema exige um mapeamento nao linear
e os métodos tradicionais (como no caso do método dos minimos quadrados), embora
possam ser estendidos para a solucao desse tipo de problema, tendem a obter resultados
que nao sao satisfatorios. Uma abordagem que apresenta bons resultados para problemas
nio lineares sdo os métodos baseados em kernel (SMOLA e SCHOLKOPF, [2002) cujo
representante mais importante sdo as maquinas de vetor suporte (SVM).

Para resolver o problema da regressao classica, (VAPNIK] |1995) desenvolveu uma for-
mulagao baseada em uma funcao de perda chamada e-insensivel e introduziu o conceito
de tubo. Esses novos elementos, baseados no principio de minimizacao do risco estrutural,
permitiram o desenvolvimento de uma formulagao de maquina de vetores suporte especi-
fica para problemas de regressao, chamada regressao-SV (SVR). Esse método tornou-se

bastante popular devido a sua flexibilidade, especialmente em relacao ao uso de fungoes

kernel (SMOLA e SCHOLKOPF, 2002). O conceito de tubo permite a representagao
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da solucao final somente em termos dos vetores suporte, o que é crucial para métodos
baseados em kernel. Em sua formulagao padrao, a regressao-SV requer a solucao de um
problema de otimizagao quadratica, que demanda alto custo computacional, principal-
mente para problemas em larga escala e no caso de aplicacoes que dependem do tempo.

A regressao ortogonal, por outro lado, tem suas origens com (ADCOCK] [1877) (veja
(MARKOVSKY e HUFFEL, [2007) para uma revisao histérica). Esse problema de regres-
sao aparece na literatura sob diferentes nomes, por exemplo, ele foi chamado de minimos
quadrados total (GOLUB| 1973; (GOLUB e LOAN| [1980) e é comumente chamado de
erro-nas-variaveis na comunidade estatistica (MARKOVSKY e HUFFEL] 2007; GRILI-
CHES e RINGSTAD) 1970). Nesse contexto, o ruido pode se apresentar nao somente nos
valores observados y;, mas também nos pontos x;.

Atualmente, esse problema é motivado por inimeras aplicagoes, como, por exemplo,
em processamento de audio (HERMUS et al. 2005)) e imagens (LUONG et al., 2012, 2011
HIRAKAWA e PARKS, 2006), visio computacional (MUHLICH ¢ MESTERLKOPF,
1998)), astronomia (BRANHAM, [1995) e quimiometria (SCHUERMANS et al. [2005)
(veja (MARKOVSKY], 2010) para uma lista mais completa). A abordagem usual para
resolver o problema de regressao ortogonal é através do método de decomposicao em

valores singulares da matriz dos dados (MARKOVSKY e HUFFEL; [2007).

1.1 MOTIVACAO E TRABALHOS CORRELATOS

Como discutido anteriormente os métodos tradicionais, em geral, obtém resultados nao
satisfatorios quando estendidos para problemas nao lineares. Assim os métodos baseados
em kernel, em especial a regressao-SV, surgem como uma abordagem eficaz para essa
classe de problemas. Contudo, no caso da SVR, a necessidade de solugao de um problema
de otimizagao quadréatica com restricao demanda um longo tempo de processamento,
principalmente para problemas em larga escala. Dessa maneira, torna-se importante a
construcao de novas solugoes, no sentido de evitar o elevado custo computacional desse
método. Além disso, métodos eficientes podem ser a chave para diversos tipos de aplicacao,
como no caso de problemas em que a solu¢ao completa nao se faz necessaria, no entanto,
deseja-se obter uma aproximacao de maneira mais rapida, ou ainda para o caso em que a
solucao de diversos problemas de regressao estao embutidos no desfecho de um problema

maior e portanto devem ser computados de forma eficiente.
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No contexto de problemas de classificagao, em que a funcao estimada assume valores
discretos, uma atencao consideravel tem sido empenhada no desenvolvimento de algo-
ritmos simples e eficientes, para construir classificadores de larga margem que evitam a
complexidade da programacao quadratica. Alguns exemplos da vasta literatura incluem
(SUYKENS e VANDEWALLE] 1999; GENTILE, 2001} |LI e LONG] [2002; KIVINEN et
al., 2004, SHALEV-SHWARTZ et al., [2007; |LEITE e NETO), 2008).

Em (KIVINEN et al.. 2004) um grupo de algoritmos online, chamados em conjunto de
NORMA, é introduzido. Dentre eles um algoritmo para regressao classica é apresentado.
O problema de regressao é brevemente discutido e um algoritmo é derivado usando uma
versao modificada da funcao de perda e-insensivel, embora nao sejam fornecidos dados
numeéricos do método proposto. A ideia desse algoritmo é adaptar o raio do tubo € a
medida que itera através dos dados. Esse processo, entretanto, pode resultar em uma
solugao que nao é esparsa, uma vez que diversos pontos no conjunto de treinamento
podem contribuir para a solucao final. Uma abordagem semelhante é apresentada em
(CRAMMER et al., |2006), em que um conjunto de algoritmos para diferentes tarefas
de predigao sao desenvolvidos, incluindo o problema de regressao classica considerando a
perda e-insensivel.

(BI e BENNET, 2003) propoem uma interpretacdo geométrica do problema de re-
gressao classica, transformando-o em um problema de classificagao binaria para um dado
valor de . A principio, pode-se usar essa técnica para estender algoritmos de classificacao
para problemas de regressao classica. Contudo, esse procedimento produz um conjunto
duplicado de pontos, tornando-o assim, menos atrativo para aplicacoes praticas.

Em relagao a regressao ortogonal, embora o interesse atual da comunidade cientifica
seja crescente, principalmente no que diz respeito a aplicagoes, a literatura ainda carece

do desenvolvimento de métodos online para a solucao desse tipo de problema.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal desse trabalho é o estudo e desenvolvimento de métodos online
para regressao.

Para regressao classica é apresentado um algoritmo que usa a funcao de perda e-
insensivel e segue a abordagem da descida do gradiente. Ideias semelhantes para esse

algoritmo ja foram propostas na literatura, contudo uma nova prova de convergéncia é
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apresentada neste trabalho, que garante um numero finito de correcoes.

Em relacao a regressao ortogonal apresenta-se uma nova formulacao que adapta a
ideia da fungao de perda e-insensivel. O problema é definido como a minimizacao do risco
empirico em relagao a uma nova funcao de perda com tubo desenvolvida para regressao
ortogonal, chamada de p-insensivel. Um algoritmo para resolver esse problema é pro-
posto, baseado na abordagem da descida do gradiente estocdstica, similar ao Perceptron
(ROSENBLATT, [1958). O método proposto pode ser usado na forma primal ou dual,
tornando-o mais flexivel para diferentes tipos de problemas. Em sua formulacao dual, o
algoritmo permite a introdugao de fungoes kernel e flexibilidade do tubo. Até onde se
sabe, este é o primeiro método que permite a introducao de kernels, através do chamado
“kernel-trick”, para regressao ortogonal.

Além disso, uma estratégia incremental, que pode ser usada em conjunto com os
métodos de regressao cléssica e ortogonal ¢é introduzida. Essa estratégia pode ser usada
para obter solucoes mais esparsas e também uma aproximagao para o “tubo minimo” que

contém os dados.

1.3 ORGANIZACAO

O trabalho esta estruturado como a seguir. A secao [2]introduz formalmente o problema
de regressao e diferentes funcoes de perdas. Na secao |3| sao apresentados os métodos
tradicionais de regressao cléssica e ortogonal. A secao[d|revisa a teoria de métodos kernel e
descreve a formulagdo SVR. Na se¢ao[5], o framework para algoritmos online é apresentado
e os algoritmos propostos no trabalho sao derivados em variaveis primais. Isso constitui a
base do método proposto. Na secao [0] os algoritmos sao desenvolvidos em varidveis duais.
A segdo [7] introduz a estratégia incremental para encontrar solugoes esparsas e também
uma aproximagcao para o tubo minimo quem contém os dados. Além disso, experimentos
numéricos e resultados sao reportados na secgao [§| para suportar a teoria. Finalmente, a

se¢ao [J] apresenta algumas conclusées e discussoes.
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2 O PROBLEMA DE REGRESSAO E FUNCOES
DE PERDA

Seja X, = {z;}*,, com z; € R", o conjunto de pontos de treinamento e Y, := {y; }1*,,
com y; € R os correspondentes valores observados (ou targets). Seja Z,, = {(y,z) :
y €Y, ex e X,} o conjunto de treinamento. O problema geral de regressao é definido
como: suponha que os pares z; := (y;, x;) € Z,, sdo amostras independentes de um vetor
aleatério Z := (Y, X), em que Y e X sdo correlacionados e possuem uma distribuigao
conjunta desconhecida Pz. Dado Z,,, o problema é encontrar uma relagao desconhecida
entre os pontos e seus respectivos valores observados, dada pela funcao f : R" — R, sobre

uma determinada classe € de funcoes, que minimiza o risco esperado:
EZW(Y> Xa f)]a

em que a esperanca é tomada em relacao a distribuicao Py e / : R X R*" xC - R é a
func¢ao de perda, que penaliza os desvios entre o funcional e os valores observados.

Uma abordagem nesse caso é usar Z,, para estimar Py, entretanto, isso geralmente
se torna uma tarefa mais desafiadora do que o problema original. Por isso, é comum
considerar o problema de encontrar uma funcao f € € que minimiza o risco empirico

dado o conjunto de treinamento Z,,, isto é:

m

Remp[fy Zm} = %Zg(ywxzaf)

=1

Com o interesse de aplicar o chamado “kernel trick” posteriormente, restringe-se a classe
de fungoes € a funcoes lineares na forma: fi, ) () := (w, x) +b, em que w € R™ é o vetor
de pesos e b € R é o bias.

A escolha mais comum para ¢ é a perda quadratica dada por:

by, z, f) = (y = f(2)),

que d& origem ao método de minimos quadrados. A légica por tras dessa abordagem

é minimizar a soma dos residuos ao quadrado dy; := y; — f(z;) de tal maneira que
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vi = f(x;) + dy;. A suposigdo comum é que apenas os valores observados possuem
ruido. Entretanto, alguns problemas praticos podem apresentar ruido nos pontos de
treinamento z;. Uma generalizacao natural do processo anterior é também minimizar va-
riagoes nos pontos x;, ou seja, minimizar dy? + dx? de tal forma que y; = f(x; + dx;) + dy;.
Esse processo é comumente chamado de minimos quadrados total ou regressao ortogonal
(MARKOVSKY e HUFFEL, [2007). Geometricamente esse problema minimiza a soma

das distancias ortogonais ao quadrado entre os pontos z; := (y;, x;) e o hiperplano
{(y2) eR™ iy —(z,0) = b} = {2 € R : (2, (1, ~w)) = b},

ao contrario da formulagao de minimos quadrados, que minimiza a soma das diferencas

diretas ao quadrado entre os valores funcionais e os observados, como visto na figura [2.1]

0
—

ot
—

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0
-1.0

1.5
1
-15
1

-2.0
L
-2.0
L

-2 -1 0 1 -2 -1 0 1

Figura 2.1: esquerda: Ajuste por minimos quadrados ordinario. direita: Ajuste por
minimos quadrados total.

Para enquadrar o problema de minimos quadrados total no framework introduzido no
comeco da se¢ao, inicia-se definindo a p-distancia de um ponto z € R™ para o hiperplano
H:= {2z € R" : (z,w) = b} como dist,(z,H) := min__7||z — 2|[,, em que [[z]|, é a

p-norma do vetor x. E possivel escrever essa distancia como:

b
disty(z,H) = w) £ ,
[lwlly
em que || - ||, ¢ a norma conjugada de || - ||,, com 1/p+1/q = 1, veja por exemplo (DAX]

2006). Assim, a funcao de perda correspondente para a formula¢ao de minimos quadrados
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total pode ser escrita como:

(y — (w, ) — b)?
gt(yaxa fw,b ) = 5
" (w2
em que a norma || - || sem indice inferior corresponde a norma Lo, || - |2

Outra escolha comum para fungao de perda, que é usada na regressao-SV, é chamada

de perda e-insensivel (ou e-tubo), dada por:

l=(y, @, f) = max{0, |y — f(z)| — e},

em que € é tomado como o raio desse tubo. A interpretacao dessa funcao de perda pode
ser feita da seguinte forma: caso o ponto esteja posicionado dentro do tubo, nao ha perda
e o valor do residuo nao é considerado na fungao de erro. Entretanto, caso o ponto esteja
situado fora do tubo, a perda é dada pela quantidade |y — f(z)| —e. A figura[2.2| descreve

essa interpretacao da funcao de perda e-insensivel.

A

Figura 2.2: Funcao de perda e-insensivel.

Uma caracteristica favoravel dessa funcao é que ela fornece solucoes esparsas quando
o problema ¢é formulado em varidveis duais. Em relacao a essa fungao de perda, algumas

notagoes e terminologias que serao usadas posteriormente sao introduzidas a seguir. Para
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cada € > 0 fixo, define-se o seguinte conjunto:

V(Zpm,€) = {(w,b) € R"™ . |y; — (w, x;) — b| < &,V(25,4:) € Zn},

chamado de espaco de versoes. Quando esse conjunto é nao vazio, considera-se que o
problema aceita um tubo de tamanho €, ou um e-tubo.

No sentido de considerar uma funcao de perda para problemas de regressao ortogonal,
que seja util para manter a esparsidade da solucao dual, propoe-se a seguinte funcao: para

um p > 0, seja

_ ly —(w,z) —b]
fp(y,:c, f(w,b)) = maX{O, ||(17w)|| p}?

que recebe o nome de perda p-insensivel (ou p-tubo). Dessa forma, a fungao de perda
penaliza solugoes que deixam pontos do lado de fora desse tubo considerando a distancia

ortogonal. A figura ilustra a funcao de perda p-insensivel. De maneira similar ao que

Figura 2.3: Funcao de perda p-insensivel.

foi feito para a funcao /., define-se o seguinte espago de versoes:

QU Zm, p) = {(w,b) € R+ Jy; — (w, 25) = b] < pl|(L,w)], V@i, 9:) € Zn},

para cada p > 0. Novamente, considera-se que o problema aceita um p-tubo se o espaco
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de versoes é nao vazio.
Para cada (w,b) fixo, observe que existe um relagao interessante entre as distancias
ortogonais e as diferengas funcionais diretas para cada ponto (y;,z;). Para isso, seja

g =y — (w,x;) —bep; = (y; — (w,x;) —b)/||(1,w)]|], entao claramente ; = p;||(1, w)||.
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3 METODOS TRADICIONAIS

No contexto da andlise numérica (veja por exemplo (WATKINS| [2002))), o problema de
regressao é geralmente apresentado como a seguir: Seja X € R™*" e Y € R™ os dados
do problema, coletados, por exemplo, a partir de algum experimento. Deseja-se encontrar
w € R™ tal que Xw =~ Y. Se m = n e X possui inversa, entao é possivel resolver
Xw =Y. Contudo, geralmente o que se tem é um sistema super-determinado em que
m > n e portanto um numero infinito de solugoes podem ser obtidas.

Uma solugao para esse problema é considerar um vetor de residuos r = y — Xw. A
solucdo é entao obtida tomando w de tal maneira que a norma do vetor residuo ||r||, seja
a menor possivel. Se a norma escolhida for a norma Euclidiana, essa solucao é equivalente
a minimizagao da funcao ¢y apresentada na secao anterior, que dé origem ao método dos

minimos quadrados.

3.1 MINIMOS QUADRADOS VIA EQUACOES NORMAIS

O problema agora consiste em resolver o sistema super-determinado na forma
Xw =Y,

em que X € R™*"eY € R. Assim, a solugao do problema é obtida através da minimizagao

da norma Euclidiana dos residuos ao quadrado:

min ||Y — Xwl|[%

weR™

Assume-se que a matriz X possui posto completo, i.e. posto(X) = n. Entao, a solugao é

obtida observando os pontos criticos da funcao descrita pelo residuo:

riw) =Y = Xwl]? = (Y = Xw)" (Y — Xw)

=YY - Y'Xw - w"'XTY + w' X" Xw.
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Tomando o gradiente dessa funcao e igualando a zero, leva a:

Vr(w) =0= —2XTY +2X" Xw =0

= X' Xw=XTY.

Esse sistema recebe o nome de equacoes mormais. Vale destacar que a solucao de
minimos quadrados é de interesse especial quando o ruido associado ao vetor Y segue
uma distribuigdo normal com média zero e variancia o? (WATKINS, 2002). A solugio
das equagbes normais pode ser obtida através da decomposicao de Cholesky (FILHO,
2007)).

E importante mencionar que a construcao das equagoes normais na solucao de minimos
quadrados muitas vezes nao ¢ uma boa escolha, ja que o nimero de condicionamento da
matriz X7X ¢é o quadrado da matriz X, o que pode levar a problemas numéricos. A
proxima segao apresenta uma maneira de obter a solu¢ao de minimos quadrados sem a

necessidade da construcao das equagoes normais.

3.2 MINIMOS QUADRADOS VIA DVS

A Decomposi¢ao em Valores Singulares (DVS) (STRANG, [1993; |(GOLUB e LOAN]|

1996)) consiste em fatorar uma matriz de dados X € R™" de tal maneira que:
X =UuxvT,

em que U € R™™ e V € R™" sao matrizes ortogonais, e 2 € R™*" é uma matriz diagonal

na forma:

o ™

em que X € R™",
Considerando ainda o problema de regressao da secao anterior tem-se o seguinte sis-

tema super-determinado:
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A solugao dos minimos quadrados considera entao a minimizacao dos residuos:
2 _ T, 12
Y = Xw |2 = | y— USVTw |,

pela decomposicao em valores singulares. Como U é ortogonal vale que UT = U™ e o

valor da norma nao é alterado, entao:
1Y — Xw |? = || UTY - UTUSVTw || = || UTY —2VTw ||2.

Fazendo UTY =a e VTw = b com

a2 by

em que aj,b; € R" e as, by € R™™". Entao

R 2
a by 0
1Y — Xw = || UTY - SV7w |2 = L !
a 0 0

[\

=[l ar = b1 |* + || az | -

Assim, a soma dos desvios ao quadrado serd minima quando b; for a solucao do sistema

diagonal Sb; = a;. Como VTw = b, e V ¢é ortogonal, tem-se a solucao
w = Vbl

A solucao dos minimos quadrados usando a decomposi¢ao em valores singulares fornece
uma maneira de manter a estabilidade numérica. Contudo, a complexidade computacional
e a quantidade de meméria necessaria ¢ maior do que a solucao via equacoes normais com
decomposicao de Cholesky (FILHO)| [2007)) e a melhor escolha de algoritmo pode variar de

acordo como problema.

3.3 MINIMOS QUADRADOS TOTAL

No contexto da regressao ortogonal uma generalizacao natural para o método dos
minimos quadrados foi introduzida por Golub & Van Loan (1973;1980) e recebeu o nome

de minimos quadrados total (MQT). Na solugdo anterior usando minimos quadrados, a
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suposicao comum ¢é que somente os valores observados estao sujeitos a ruido, de tal maneira
que Y = Xw +r, em que r € R™. No caso do método de minimos quadrados total a
matriz de dados X é considerada também sujeita a erros de modo que (Y +r) = (X + E)w,
com E € R™". Assim, seguindo (GOLUB e LOAN| |1996), considera-se o problema de

regressao da seguinte maneira:
min ||E, r||>.
weR™

A abordagem usual para resolver o problema de regressao ortogonal através do método
dos minimos quadrados total consiste em aplicar a decomposi¢ao em valores singulares
a matriz de dados (MARKOVSKY e HUFFEL, 2007). Comumente, considera-se que o
problema de maneira mais geral, em que pode-se ter multiplos targets, ou seja Y € R™*¢,
Nesse caso, a solugao pode ser obtida da seguinte forma:

Seja Z = [XY], com X € R™" ¢ Y € R™? a matriz de dados associados ao

problema. Pela decomposicao em valores singulares tem-se que Z = UXVT, com ¥ =

diag(oy,...,0n4q). Além disso, a matriz V' é particionada da seguinte forma:
n d
2% n
Vo 11 Va2
Vor Voo | d

A solugao MQT existe se, e somente se, V55 é nao singular (MARKOVSKY e HUFFEL,
2007). Além disso, com o1 > 09 > ... > 0,.4, essa solucdo é tnica se, e somente se,

on # ony1. Para o caso em que é tnica, a solugao pode ser obtida por:

-1
w = —‘/12‘/22 .

Para o caso mais comum em que d = 1, como normalmente aparece o problema de
regressao, tem-se Y € R™. Assim, define-se o := Va9 e tem-se que @ € R. Dessa forma,
caso o = 0, o problema MQT nao possui solugdo (GOLUB e LOAN, |1996). Em caso

contrério a solucao é dada por:

w = —Vis/a.
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E importante observar a interpretacao geométrica do método de minimos quadrados
total, como destacado em (GOLUB e LOAN| 1996). E possivel mostrar que a solucao
MQT é equivalente a minimizar

Y = Xl
v0) = T

I

que corresponde a distancia ortogonal entre a superficie da solucao e os pontos de trei-
namento. Note que esta funcao é equivalente a funcao de perda ¢; apresentada na se¢ao
2

A maior parte dos problemas de MQT na pratica podem ser resolvidos dessa maneira
(MARKOVSKY e HUFFELL 2007). Detalhes relativos ao método de minimos quadrados
total, como por exemplo casos em que a solugdo nao é unica, sdo tratados em (HUFFEL
e VANDEWALLE, 1991)). Além disso, modificagbes e extensoes, como por exemplo MQT
para problemas de grande porte, sdo apresentados em (HUFFEL; [1997) e (HUFFEL e
LEMMERLING] 2002)).

3.4 REGRESSAO NAO LINEAR

Até entao foi discutido apenas o caso em que deseja-se ajustar uma funcao linear aos
dados de entrada. Contudo, de maneira geral os problemas encontrados nao costumam ter
esse comportamento linear. Para esses casos, o modelo pode ser naturalmente generalizado
de forma a obter uma curva nao linear que melhor descreve os dados, minimizando também
a perda quadrética. Nesse caso, uma opgao é ajustar por exemplo um polinémio de grau.
Isso leva a representacao da funcao que se deseja obter, de funcoes lineares na forma

f(z) = (w, x) + b, para um polindémio
f(x) = wir +wyx® + ... +0.

A solucao pode ser obtida de maneira similar a que foi apresentada na secao 3] através
da construcao das equacoes normais. Vale destacar ainda, que a obtencao de fungoes nao
lineares nao se limita apenas a fungoes polinomiais. De fato, qualquer tipo de curva pode
ser construida escolhendo-se uma base e procedendo da mesma maneira descrita anteri-
ormente. O desafio consiste em escolher adequadamente essa funcao. A segao seguinte

apresenta uma solucao elegante para obtencao de func¢oes nao lineares sem a necessidade



de escolher uma base adequada para a funcao.
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4 METODOS KERNEL

Os métodos kernel constituem uma classe de algoritmos de reconhecimento de padroes e
aproximacao de fungoes que usam uma funcao kernel como sua medida de similaridade. A
teoria que fundamenta a construgao desses métodos é atribuida ao trabalho de (ARONS-
ZAJN| 1950). Essa teoria permitiu o desenvolvimento de maquinas com capacidade de
resolver problemas nao lineares de maneira simples, mapeando o problema em um espaco
de mais alta dimensao em que a solugao pode ser mais facilmente obtida. Sua utilizacao
foi proposta inicialmente por (AIZERMAN et all [1964) para solucao de problemas de
reconhecimento de padroes, introduzindo fungoes kernel no algoritmo do perceptron para
aplicacao em problemas nao linearmente separaveis. Contudo, somente nos anos 90, com
o surgimento das Méaquinas de Vetores Suporte (BOSER et al.,[1992)) esse estudo ganhou
popularidade e atencao da comunidade cientifica.

Esta secao faz uma breve introducao aos fundamentos tedricos de aprendizado com

kernel e apresenta a formulagao classica da regressao baseada em vetores suporte proposta

por (VAPNIK] 1995).

4.1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Um conjunto nao vazio X de elementos (e.g, vetores) forma um espaco linear se a esse
conjunto estao associadas duas operacoes: adicao de elementos em X, e o produto entre
elementos de X e numeros reais, guardando determinadas propriedades (AKHIEZER e
GLAZMAN] 1993). Se esse espago linear X possui produto interno (-,-) X x X — R
entao X recebe o nome de espago pré-Hilbert (HUNTER e NACHTERGAELE] 2001)).
Definigao 4.1.1. (AKHIEZER e GLAZMAN| 1993) Um espaco de Hilbert 3, é um
espago equipado com produto interno (-, -) e que é completo em relagdo & métrica gerada
pelo produto interno. Observe que a métrica em H corresponde a norma, que pode ser

naturalmente definida pelo produto interno como || - || = /(-, ).

Definigao 4.1.2. (SMOLA e SCHOLKOPF, 2002) Seja X um conjunto nio vazio e 3
um espaco de Hilbert de fungoes f : X — R. Entao, H é um espaco de Hilbert reproduzido

por kernel (RKHS), se existe uma funcao k : X x X — R com as seguintes propriedades:
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1. Vz € X a funcao k(zx,-) pertence a H;
2. Propriedade reprodutiva: Vf € H e Vo € X, f(x) = (f, k(z,-)).

Um dos resultados matematicos mais importantes que fundamenta a teoria do apren-
dizado com kernels foi apresentado por Mercer (MERCER], [1909; |]ARONSZAJN| |1950).
Informalmente, esse resultado permite verificar se determinada funcao k : X x X — R é
um kernel, correspondendo portanto a um produto interno em determinado espaco. Na-
turalmente, essa funcao k£ deve ser simétrica, condicao derivada da simetria do produto
interno. Além disso, a matriz K € R™*™ chamada de matriz kernel, com componentes
Ki; = k(v;,7;), para z;,7; € X,,, deve ser positiva semi-definida (SMOLA e SCHOL-
KOPF, 2002)). Dessa forma, na pratica basta escolher uma fungao k que atende as con-
digoes de Mercer e é possivel mostrar que existe um RKHS para o qual k£ é o kernel
associado.

Alguns exemplos de fungoes kernel comumente utilizados sao:
o Linear: k(z;,z;) = (4, x;).

e Polinomial: k(z;,z;) = ({(z;,z;) +1)%, d € N.

e Gaussiano: k(z;,x;) = exp(—7||z; — z;]*), v > 0.

Observe ainda que deseja-se resolver o problema em um espaco de mais alta dimen-
sao, possivelmente infinita como no caso do kernel Gaussiano. Portanto, é importante
verificar como representar computacionalmente uma fung¢ao com um numero infinito de
parametros com uma quantidade finita de memoéria. Esse resultado é dado pelo teorema

da representacao, apresentado a seguir.

Teorema 4.1.1. (KIMELDORF ¢ WAHBA, |1971;|SMOLA ¢ SCHOLKOPF 2002) Denota-
se por w : [0,00) — R uma fun¢do mondtona estritamente crescente, por X um conjunto
e por £: X x R? - RU {oo} uma fungio de perda arbitraria. Entao, cada funcao f € H

que minimiza funcional de risco regularizado

m

Zg(yz-,xi, fi) +w(l|£113),

=1
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admite uma representacao da forma
flz) = Zaik(xi,x).
i=1

Assim, ainda que deseja-se resolver o problema de otimizacao em um espaco H de
dimensao infinita, a solucao recai na expansao dos m pontos do conjunto de treinamento

que é finito, garantido a representacao de f como um vetor em R™.

4.2 REGRESSAO BASEADA EM VETORES SUPORTE

O primeiro algoritmo a introduzir a abordagem de vetores suporte foi proposto por
(VAPNIK e LERNER, |1963) e as méaquinas de vetores suporte (SVM) no formato atual
sao uma generalizagao desse primeiro método. Originalmente desenvolvidas para resolver
problemas de reconhecimento de padroes (BOSER et al.,[1992), as SVM foram posterior-
mente estendidas para o problema geral de aproximagao de fungoes (VAPNIK, |1995)).

Um dos aspectos fundamentais da solucao SVM é a possibilidade de representar a
superficie de decisao em termos de um pequeno subconjunto dos dados, chamados vetores
suporte (SMOLA e SCHOLKOPF, 2002). Com o objetivo de manter a caracterfstica do
método também no contexto de aproximagcao de funcoes, Vapnik introduziu a funcao de
perda e-insensivel e o conceito de tubo. Esses novos elementos, tornaram possiveis a apli-
cagao de vetores suporte ao problema de regressao, permitindo assim, dentro do principio
de minimizagao do risco estrutural, o desenvolvimento de uma maquina de vetores suporte
especifica para esses problemas, denominada Support Vector Regression ou regressao-SV.

A introducao da abordagem de vetores suportes ao problema de regressao é feita
através da determinacao de um tubo de raio ¢, fixado a priori, que deverd conter todos
os pontos do conjunto de treinamento. Esse valor representa a maxima perda admitida
para cada ponto do conjunto.

A compensacao entre a complexidade do modelo e a minimizacao dos erros residuais
esta relacionada a introdugao de um conjunto de variaveis de folga &; e £ que flexibilizam,
a exemplo da margem flexivel na SVM (CORTES e VAPNIK] |1995)), a pertinéncia dos
pontos a regiao delimitada pelo tubo.

Assim, dado o conjunto de treinamento Z,,, a fungao f(z) = (w,x) + b, é obtida
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através da minimizagao do seguinte risco regularizado (TIKHONOV e ARSENIN| 1977)):
1 2
Rreg :§HwH +C€E(y7x7f>7

em que (. (y,z, f) representa o risco empirico associado a fungdo de perda e-insensivel
apresentada na secdo 2} A minimizacio da norma quadratica ||w||? é considerada no sen-
tido de reduzir a complexidade do funcao estimada com vista a uma maior generalizagao,

produzindo uma funcio com a propriedade de flatness (SMOLA e SCHOLKOPF, |1998).

4.2.1 FORMULACAO PRIMAL

Para assegurar a viabilidade primal do problema introduz-se, para um dado raio ¢, as
seguintes restri¢oes associadas ao conjunto de variaveis de folga, &; e &, para cada ponto

do conjunto de dados.

yi — (w, ;) —b<e+§&,para(w,z;) +b <y,
(w, ;) +b—y < e+ & para(w, x;) +b > y;

Introduzindo as restricoes de relaxacao relacionadas a formacao do tubo, obtém-se, o

seguinte problema de otimizacao quadratica restrita para a regressao-SV em sua forma

primal, estabelecido por (VAPNIK] 1995):

minimizar 1||w|[* 4+ C Y (& + &)
i=1

b (o m) —b< e+ -y
sujeito a: ¢ (w,x;) +b—y <e+&F

A constante C' > 0 pondera o compromisso entre a complexidade do modelo e a quantidade

de desvios maiores que ¢ admitidos (SMOLA e SCHOLKOPF, [1998).

4.2.2 FORMULACAO DUAL

A formulagao dual fornece o meio de estender a regressao-SV para fungdes nao lineares,

através do uso de funcoes kernel. Esta formulacao é obtida construindo a funcao La-
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grangiana a partir da funcao objetivo do problema em sua forma primal e as respectivas

restri¢oes, introduzindo um conjunto de variaveis duais:

m

L=l + O3 (6 +€) S s+ i)
=1

i=1

Sl G-t 12

= aj(e+& +yi— (w,z;) —b),
=1

Elimina-se entao as variaveis primais do problema, observando as condigoes de pri-
meira ordem associadas as derivadas parciais da funcao Lagrangiana. Essas derivadas
quando substituidas na equagao , levam ao seguinte problema de otimizacao em sua
forma dual, adotando a introdugao de fungoes kernel para obtencao de fungoes nao line-

ares. Assim, o problema em sua forma dual, seguindo (SMOLA e SCHOLKOPF, [1998)

corresponde a:

m

3 ‘Zl (a; — o7)(a; — af)k(zi, )
,]=

—e Y (ai+af) + Y yila; — af)
=1 =1

maximizar

(4.3)

(@i —aj) =0

m

sujeito a: ¢ 1
a;,af €10,C)

O vetor w pode ser reescrito como w = > 3", (a; — af)z;, portanto f(x) = D7 (ai — af )k(zi, 7,

b. O termo bias pode ser computado através das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

(KUHN e TUCKER] [1951)):

aie +& —y + (w,x;) +b) =0,
aj(e+& +yi — (w, ;) —b) =0,
(C— )& =0,
(C —7)& = 0.

Convém observar que, a exemplo do classificador SVM com margem flexivel (CORTES e

VAPNIK] 1995), os pontos para os quais a; = C' ou «f = C, sdo aqueles que se encontram
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fora da regiao delimitada pelo tubo. Os pontos em que 0 < o; < C' ou 0 < o] < C sao
os vetores suportes, isto é, o subconjunto de pontos que descreve a funcao estimada. Os
pontos em que «; = 0 e af = 0 nao interferem na construcao do hiperplano. Além disso,
pode-se concluir que ;o = 0, ou seja, ambas varidveis simultaneamente nao podem ter
seus valores diferentes de zero, o que implica em dizer que ambas as inequagcoes nao podem
estar ativas ao mesmo tempo na solucao 6tima do problema

E importante mencionar que existem varias extensoes para a formulacao padrao do
problema de regressao-SV. Essas extensoes incluem a parametrizagao do raio do tubo
(SCHOLKOPF et al.,[1998) e a utilizacio de diferentes funcdes de perda (VAPNIK, 1995;
CAMPS-VALLS et al., |2006).

Finalmente, vale destacar que a regressao-SV é um método altamente confiavel e tem
demonstrado sucesso nas aplicacoes em diversos problemas reais nas mais diversas areas.
Contudo, a solugao em batch do problema de programacao quadratica necessaria, muitas
vezes demanda grande tempo de processamento. Além disso, esse tempo esta diretamente
relacionado ao tamanho do conjunto de treinamento. Nesse sentido, a abordagem on-
line surge como uma solugao, principalmente para problemas com grande quantidade de

dados.
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5 ALGORITMOS ONLINE PARA REGRESSAO

No contexto de aprendizado online a fungao candidata f € € (geralmente chamada de
hipétese) é construida através da minimizagao do risco empirico examinando um exemplo
de treinamento (y;, x;) por vez. Dessa maneira, inicia-se com uma hipétese inicial fj e, a
cada iteracao t, o algoritmo examina um exemplo e atualiza a hipdtese atual f; de acordo
com uma regra de correcao especifica.

Com o objetivo de derivar essa regra de correcao segue-se as ideias do algoritmo Per-
ceptron (ROSENBLATT) [1958) usando a abordagem da descida do gradiente estocastica.

Considerando o risco empirico definido na segao [2 define-se o seguinte custo:

‘](.f) = Z g(yiaxiaf)a
(Yi,i)€EZm
que deve ser minimizado em relagdo a f. Assim, para cada par de pontos (y;,z;), a

seguinte regra de correcao é aplicada a hipdtese atual f;

fir1 — fi— Uaff(yz',l’z‘, f) (5.1)

em que 1 > 0 é geralmente chamada de taxa de aprendizado e ¢ denota o gradiente da
funcao de perda em relagao a f.

Um aspecto importante dessa abordagem ¢é que se £(-) > 0, o que é verdadeiro para
a maioria das funcoes de perda, a atualizacdo acima precisa ser efetuada somente nos
casos em que £(y;, x;, f) > 0. Caso contrério, a hipétese atual f; j& atingiu o minimo para
o exemplo (y;, x;) e ndo é necessario proceder qualquer corregdo, i.e., fir1 = fi. Nesse
sentido, fungoes de perda que sao baseadas na conceito de tubo sao bem adequadas para
esse esquema, uma vez que o exemplo somente afetard a hipdtese atual caso encontre-se

fora do tubo.

5.1 PERCEPTRON DE ¢-RAIO FIXO

Para construir o algoritmo, aplica-se as ideias da secao anterior a funcao de perda /.,

restringindo a classe de fungoes C a funcoes lineares fr,p). Assim, a condicao £.(-) > 0
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para atualizar a hipétese f(,, ) apds o exemplo (y;, z;) é:
lyi — (wy, ;) — by| > €. (5.2)

Para a regra de correcao, o gradiente na equagao (|5.1]) é tomado em relagao aos parametros

(w,b) que compoem a fungao f, ). Por isso:

W1 w41 sign(y; — (wy, ) — by)x;

biy1 — by +mnsign(y; — (wy, ;) — by), (5.3)

em que sign(z) := z/|z|, para x € R\ {0}. Esse algoritmo é chamado de Perceptron de e-
Raio Fizo (¢PRF). Um algoritmo similar foi proposto por (KIVINEN et al}2004), usando
uma fungao de perda semelhante. Os algoritmos sao equivalentes quando o parametro v,
usado por (KIVINEN et al.,2004), é definido como zero. O algoritmo ePRF é apresentado
em detalhes no Algoritmo [I}

Algoritmo 1: ePRF em varidveis primais.
iHPUt : va Wingit, binita n, &, T
output: (w,b)

1 Wo $— Wingt, bo < binit, T <0

2 repeat

3 fori=1,...,mdo

4 if |y; — (wy, ;) — b] > € then

5 Wyr1 < wy + 1 (sign(y; — (wy, ;) — by)z;)
6 b1 <= by + 0 (sign(y; — (wy, ;) — b))

7 t«t+1

until nenhum erro foi cometido out > T
8 return

5.1.1 PROVA DE CONVERGENCIA

A prova de convergéncia desenvolvida aqui segue os passos do teorema da convergéncia
do algoritmo perceptron apresentado por (NOVIKOFF] 1963)). Ela garante que o ePRF
convergird em um numero finito de iteragoes. Para o teorema a seguir define-se: R :=
maXic (1, m} ||il|, M = maXjeq1,. my {Se:%i} € m = minieqr, m) {Se,i¥i}, em que s;; :=

sign(yi - (wt, $z> - bt)'
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Teorema 5.1.1. (Convergéncia e PRF): Dado um conjunto de treinamento Z,, e consi-
derando uma solug¢do (w*,b*), com um tubo de tamanho * contendo os dados, o nimero
de corregoes feitas pelo e PRF é limitada por

2~ Y (M —¢) + R?
(m — e%)?

t <

Y

Demonstracao. Esta prova é construida de maneira similar ao teorema da convergeéncia
do perceptron. Seja w; o vetor normal ao hiperplano e b; o bias apds a t-ésima correcao.
Suponha que essa correcao ocorre para o i-ésimo exemplo. Lembre que a condicao para

um erro no i-ésimo exemplo é dado pela equagao (5.2)), que é equivalente a:
sei(yi — (we, ) — b)) > €,

de onde tem-se:

(we, 2;) < sei(ys —by) — €. (5.4)

Além disso, note que para uma solugao étima (w*, b*) e * tem-se:

lyi — (w*, ;) = 0| < e =
—e* < i — (w*,xi> ) SE* -
—" =y + 0 < —(whay) <& -y + 0 = (5.5)

4 (yi —b") = (W' wy) > (y; —b") — €7, (5.6)
Usando o lado esquerdo de (5.5)) e o lado direito de (5.6 leva a:
St (W™, xi) > spi(yi — b") — €7, (5.7)

para qualquer que seja o valor de s;;. A partir da correcao dada pela equacao (5.3) e
usando a equagao (b.4) tem-se o seguinte:

lwesall = lwel | + 2nse (wr, 25) + 0?| |l

< ||wt||2 +2nsei(ys — b)) —e + 772||$z‘||2

<...<2nt(M —¢) + n*tR%. (5.8)
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Ainda, a equagao de correcao dada por (5.2) leva a seguinte equacdo para o produto

interno (w*, wyy1):

(W wepr) = (W, we) + nse; (W, ;)
> (", we) +n(sei(y: — %) —€7)
> ...>nt(m —¢e"), (5.9)

em qua a expressao foi aplicada recursivamente e dado o fato que (wg,by) = 0. Agora,

combinando as equacoes ([5.8)) e ((5.9) e aplicando a inequagao de Cauchy-Schwarz tem-se:

nt(m — ") < (w*, wigr) < [Jw[[[[wega]

< ||w*||\/217t(M—€) +n?’R? =

"t (m —*)? < 2nt(M — ¢) + n*tR?

de onde segue que

5.2 PERCEPTRON DE p-RAIO FIXO

Para construir o algoritmo de regressao ortogonal, considera-se a funcao de perda p-
insensivel apresentada na Segao [2l Seguindo uma derivacao andloga, a condigdo para
atualizar a hipdtese apés examinar o exemplo (y;, z;) é:

|yz’ - <wt,9€i> - bt‘
(L, wy)]|

> p.

A regra de correcao correspondente tem a seguinte forma:

sign(y; — (wy, ;) — bt)«%‘i)
1[(1, wy)|
sign(y; — (wy, z;) — by)
). (510

Wip1 — WM+ (

biy1 — bt+77(



38

em que \; é dado por

o 1y — (we, ;) — by
PVRES (1 +n (L w1 ) . (5.11)

Esse algoritmo recebe o nome de Perceptron de p-Raio Fizo (pPRF). Ele é apresentado

em detalhes no Algoritmo 2]

Algoritmo 2: pPRF em varidveis primais.
input . Zm, Winit, binita n, p, T

output: (w,b)

Wo < Winit, b(] — binit; t+ 0

repeat

fori=1,...,mdo

if |y; — (wy, ;) — b] > p||(1,w,)|| then

B W N =

sign(y; — (we, ) —bt)xs
[1(1,we)]]

si n( i-(w 7$i>_b)
o bip1 b+ 1) (yn(l—w)n)

5 Wit = WA + 1 (

7 gtet—l—l

until nenhum erro foi cometido out > T
8 return
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6 ALGORITMO DUAL

Suponha agora que o exemplos de treinamento estao em algum espaco abstrato X. Além
disso, suponha que as funcoes f € C aceitam a seguinte representacao: f = fq + b,
para algum fyc € H e b € R, em que H é um espaco de Hilbert de reprodu¢ao (RKHS)
(e.g., (SMOLA e SCHOLKOPF, [2002)). Seja, (-, )4 € k : X x X — R o produto interno
associado e o kernel, respectivamente. Entao, a propriedade reprodutiva de k implica que
k(z,-) € H e, para qualquer f € X, tem-se que (f, k(x,-)), = f(x) para todo z € X.
Outra propriedade interessante do RKHS é que qualquer f € H pode ser escrito como
uma combinagao linear de k(z,-). Esse fato é muito util para algoritmos de aprendizado,

uma vez que é possivel escrever a hipétese na iteracao t como:
m
flx) = ikl x) + b (6.1)
i=1

para algum oy = (au1,..., ) € R™ b € R, v € X e z; € X,,. Nesse sentido, pode-se

definir wy := >"1" | ay;k(x;, -) e interpretar a funcdo f;, dada na equagao (6.1)), na forma:

ft(gj) = <wt7 k:(J:a )>f}{ + bt7 (62)
pela propriedade reprodutiva de k. Seja || - ||3c a norma induzida pelo produto interno
(s Ve, 1o ||f1I3 := (f, f)g para todo f € H. Entdo, a norma de w, pode ser escrita

CO1mo:

m m
w3 =D s k(i ),

i=1 j=1

pela propriedade reprodutiva.

Geralmente, na pratica, a construcao acima da classe de fungoes € é estabelecida
escolhendo-se uma funcao k£ : X x X — R, que intuitivamente mede similaridades entre
pontos em X. Se essa funcao k atende as condicoes de Mercer (e.g., (SMOLA e SCHOL-
KOPF, 2002)), é possivel mostrar que existe um RKHS correspondente H que tem k como
seu kernel associado. Quando X = R"™, uma possivel escolha para k é o produto interno

(-,) de R™. Isso conduz & representagao linear de f usada nas segoes anteriores.
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6.1 ¢PRF DUAL

Dada a representacao acima de w; como a combinacao linear > " | ay ;k(x;, -), é possivel
derivar a regra de correcao para o algoritmo ePRF em varidveis duais o; examinando-se
a regra de corre¢ao dada pela equacao ([5.3). Para um erro no exemplo (y;, x;) a regra de

COTTECAn para w; sera:
m
m .
> k() — ST k() 4 sign(y; — fila)) k(i)
j=1
o que implica na seguinte regra de correcao para a variavel dual a;:

Qpy1; — oy, + 0 sign(y; — fi(z)). (6.3)

O algoritmo ePRF em variaveis duais é apresentado no algoritmo

Algoritmo 3: ePRF em variaveis duais

input : Z,,, qinits binie, m, €, T

output: o, b

Qg < Qnit, b() — binitu t+0

calcular fy(z;), for j=1,...,m

repeat

fori=1,...,m do

if |y; — fi(z;)| > € then
Qi1 < g + 1 (sign(yi — fi(@)))
be1 <= by + n (sign(y; — fi(zi)))
atualizar fii1(x;), paraj=1,...,m.

¥t<—t+1

[ TS =SS TG U R C R

©

until nenhum erro foi cometido ou t > T
10 return

6.2 pPRF DUAL

A regra de corregao para o pPRF em varidveis duais é construida de maneira similar.
Seguindo a atualizacao dada na equacao , observe que w; é escalonado por um fator
A, dado pela equacao . Em variaveis duais isso corresponde a escalonar o vetor
a; pelo mesmo fator \; antes que a componente associada «; seja corrigida. Por isso, se

o i-ésimo exemplo (y;, r;) encontra-se fora do p-tubo, a atualizagao é feita da seguinte
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maneira: primeiro a; é escalonado por \;, e em seguida a correcao é realizada:

Sl n i — Jt (T4
Qpyli S Qi+ 1) (W) ;

em que define-se ||(1,wy)|| := /1 + ||w] |3

O algoritmo pPRF em varidveis duais é apresentado no algoritmo [4]

Algoritmo 4: pPRF em varidveis duais
input : Z, Qinit, binit, 1, py T

output: o, b
1 Qg 4 Qinit, bo <= bingt, t <=0
2 calcular fo(z;), para j =1,...,m, e ||wol|s.
3 repeat
4 fori=1,...,mdo
5 if [y; — fi(w:)| > pl[(L, wy)|| then
6 Qpp1 < Ay
8 biy1 < b+ ('Sign\(\%;u{t)(\fi))>
9 | atualizar fi(x;) e |[w]sc.
10 |t t+1

until nenhum erro foi cometido out > T
11 return

6.3 OTIMIZACOES COMPUTACIONAIS

Com o objetivo de melhorar a eficiencia computacional dos algoritmos, é possivel
atualizar os valores funcionais fi(z;), para j = 1,...,m, e a norma ||w||s a partir dos
seus valores anteriores apos cada atualizagao. Primeiro, suponha que uma atualizacao na
iteragao t foi feita para um erro no iésimo exemplo (y;, z;). Entao, examinando a equagao
de correcao para ;41 e a expressao de fi(+) dada pela equagao , pode-se calcular
f(z;) a partir de seus valores anteriores como segue, para o pPRE"
le(xj) — O\ (w, k(xj, )>H n nslgn(yz‘ — fi(xs))

(L, w)l|

sign(y; — fi(:))
[1(L, )

k(-i’?i,xj) + by

= M(fi(z;) —b)+n k(z;, ;) + bipa. (6.4)

Uma derivacao analoga pode ser obtida para o algoritmo ePRF.
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A norma ||w|[3; também pode ser computada apés cada atualizagao. Se uma corregao
é feita devido a um erro no iésimo exemplo, a norma ||w;.1||s pode ser calculada como:
(e (g, Y+ T
. - J AT 2
(L w)l

0k (z;, x;)
(1, wy)|

2nAgsign(y; — fi(wi))

(L, w)ll
2n\sign(y; — fi(s))
(1, w)|

NwillFe = A (W, wy) g +

= Xl[wel 3 +

(fe(zi) = be) + (6.5)

Dessa maneira, multiplicagoes do tipo vetor-matriz sao evitadas, aumentando a eficiéncia

computacional do método.

6.4 FLEXIBILIDADE

Dados experimentais com ruido frequentemente conduzem a problemas em que outliers
estao presentes. Nesses casos, uma representacao precisa do conjunto de treinamento pode
resultar em uma hipétese com capacidade baixa de generalizagao. Assim, um mecanismo
para ponderar o compromisso entre uma representagao acurada dos dados e a capacidade
de generalizacao da hipdtese é crucial. No contexto das funcoes de perda com tubo,
uma abordagem comum é introduzir as margens flexiveis, permitindo que os pontos mais
extremos violem os limites do tubo.

Uma primeira formulagao para introduzir margens flexiveis foi proposta para um pro-
blema de programacao linear por (BENNETT e MANGASARIAN| [1992). Alguns anos
depois (CORTES e VAPNIK] 1995) adaptaram esse conceito de margens flexiveis para
as maquinas de vetores suporte. Nessa abordagem varidveis de folga sao introduzidas as
restricoes do problema para permitir violacao da margem. Essas varidveis de folga sao,
entao, penalizadas na fungao de custo e um parametro C' é introduzido como medida de
compensacao entre a quantidade de violagoes da margem e uma representacao precisa dos
dados de treinamento.

Outra abordagem para margens flexiveis consiste em somar uma constante Agiqg > 0

a diagonal da matriz kernel (SMOLA e SCHOLKOPF| 2002):
K = K + Miag1,

onde a matriz kernel é definida como K € R™*™ com componentes K;; = k(x;,x;),
para z;,x; € X,,. B possivel mostrar que esta abordagem ¢ equivalente a introducao das

variaveis de folga na formulacao SVM, quando elas sao penalizadas ao quadrado (SMOLA
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e SCHOLKOPF, [2002). De fato, é possivel estabelecer uma relacio direta entre essa
constante Agq, € 0 parametro C, que é Agiqy = 1/2C (veja por exemplo (CAMPBELL,
2002)). E importante ainda mencionar que tal modificacdo da matriz kernel é usada
somente no treinamento do algoritmo e nao deve ser usada no teste.

Para considerar flexibilidade da margem no método proposto, segue-se uma ideia si-
milar somando uma constante A4, a diagonal da matriz kernel. E interessante analisar
o efeito dessa constante Agqy no algoritmo ePRF. Para a matriz kernel modificada, a
condigao para um ponto (y;, ;) estar localizado no interior do tubo, na iteragao t, pode

ser escrita como
m
—e <y — E oy ;K — b < e,
=1
ou de maneira equivalente, usando a definicao de K:

m
—& + Qi Ndiag < Yi — Z oy i IG5 — by < €+ i Ndiag-
j=1

Observe que ay; geralmente apresentarda o mesmo sinal que y; — fi(x;), pela regra de
correcao dada na equacao . O tnico caso em que isso poderia ser falso é quando
(yi, ;) troca de lado em relagdo ao hiperplano apds algumas atualizagoes. Isso implica
que a flexibilidade da margem ¢ obtida adicionando uma folga dada por & := ay;Agiag, 88
restri¢oes do problema.

Com uma analise similar, obtém-se uma relaxacao andloga das restricoes para o algo-

ritmo pPREF:

—p||1L, wil| + i Adiag < yi — Z o, K — b < pl[1, wel| + v iAdiag-
j=1

E importante mencionar que, para Agqg ter um efeito similar ao obtido no algoritmo

ePRF, a matriz kernel original K deve ser usada para calcular a norma ||1,w;||, ndo K.

6.5 REGULARIZACAO

Como destacado em (MARKOVSKY e HUFFEL, 2007), a regressao ortogonal é in-
trinsecamente um problema que promove desregularizacao das solucoes candidatas. No

algoritmo ortogonal proposto neste trabalho, esse efeito é observado pelo fato de que o
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parametro de escalonamento )\;, usado na regra de correcao, sera sempre estritamente
maior do que um. Assim, a norma ||w;|| tende a crescer muito & medida que o algoritmo
itera. Isso é natural, uma vez que aumentando o valor da norma, o algoritmo forga os
pontos de treinamento a pertencerem ao interior do tubo.

Quando a funcao kernel tem uma capacidade limitada de representacao, esse efeito de
desregularizacao nao produz resultados indesejados, uma vez que o crescimento da norma
¢ limitado pela capacidade do kernel na representacao dos dados. Entretanto, esse efeito
pode se tornar um problema nos casos em que a funcao kernel possui ilimitada ou ampla
capacidade de representacao, como no caso do kernel Gaussiano. Nesses casos, a solugao
final tende ao superajuste dos dados de treinamento.

Uma possivel solucao para controlar o crescimento da norma é minimizar o risco em-

pirico regularizado (e.g., (KIVINEN et al) 2004; HERBRICH| 2002)), dado por:

Rreg[fa Zm] = Remp[fa Zm] + 5O(f)7

em que O é chamado de regularizador, o qual penaliza a complexidade da solugao f, e
B > 0 é o parametro de regularizacao. A escolha mais comum para o regularizador, que é
adotada neste trabalho, ¢ O(f) := $||wl|3;. Assim, a regulariza¢ao penaliza o crescimento
da norma e, por isso, essa estratégia deve ser usada com cautela, no sentido de nao
interferir no aspecto natural do problema de regressao ortogonal.

Usando o risco empirico regularizado, a equacao de correcao para um determinado
ponto (y;,x;), que viola o tubo, é a mesma equacdo de corregao anterior, dada pela

equagao ([6.4), exceto pela pré-multiplicacao do parametro A, que é entao dado por:

. |yl B <wtaxi> - bt| .
im e (it g).

Assim, o parametro § compensa o primeiro termo entre parenteses, contribuindo para o
controle do parametro de escalonamento ;.

Além disso, a corregao regularizada é também aplicada aos pontos (y;, ;) que sao
examinados, mas ndo violam o tubo (a mesma abordagem é feita em (KIVINEN et al.|
2004)). A regra de corre¢ao para esses pontos consiste no escalonamento dos valores oy
pelo fator: A, := 1 — nB. Observe que apés essa corregao pode-se atualizar fiii(z;) e

||wis1]| seguindo uma derivagao andloga a que leva as equagoes (6.4)) e (6.5)).
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7 ESTRATEGIA INCREMENTAL

Nesta secao apresenta-se uma estratégia incremental baseada em um algoritmo similar
introduzido por (LEITE e NETO, 2008). Essa estratégia pode ser utilizada para obter
solugoes esparsas e também encontrar uma aproximacao para o tubo minimo contendo
os dados. Para tanto, nesta secao restringe-se a discussao ao algoritmo pPRF, embora os
mesmos argumentos possam ser estendidos diretamente para o ePRF.

Dado um conjunto de treinamento Z,, e uma constante fixa p, o algoritmo pPRF
¢ capaz de encontrar um ponto (w,b) dentro do espaco de versées (Z,,,p). Suponha
que seja possivel construir um tubo de raio p tal que p < p a partir de uma solugao
(w,b) € QUZ,,p) de tal maneira que o novo espaco de versoes Q(Z,,, p) seja diferente
de vazio. Entao, o algoritmo pPRF pode ser usado para encontrar uma sequéncia de
raios estritamente decrescentes pg, p1, . . ., pn tal que os espacos de versoes correspondentes
sejam nao vazios.

Uma aplicagao para tal estratégia de construir essa sequéncia de tubos de raio de-
crescentes € a identificagao de vetores suporte ou seja, os pontos que se encontram mais
distante dentre as amostras do conjunto de treinamento. Suponha, por exemplo, que o
raio py € desejado para um dado problema. Entao, pode-se proceder da seguinte maneira:
primeiro escolhe-se um valor alto py e progressivamente esse valor de raio é reduzido até
um raio final p, tal que p, < py. Dessa maneira, a medida que o raio decresce, somente
os pontos de treinamento que estao mais na fronteira afetarao a construcao da hipdtese,
contribuindo para a esparsidade da solugao.

Nos casos em que nao deseja-se flexibilidade na margem, pode-se usar essa estratégia

para obter uma aproximacao do tubo minimo que contém os dados, isto é:

p = inf{p: UZy, p) # 0}.

Isso pode ser feito de maneira iterativa, produzindo novos valores de raio p, até que na
iteragao final N obtém-se py ~ p*.
Para obter o valor do novo raio p,;; a partir do anterior p,, suponha que o pPRF

encontre uma solu¢ao em €(Z,,, p,), chamada (w,, b,). Define-se entao os correspondentes
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raios positivo e negativo como:

P, = max P, = max ) (7.1)
i { [[(L, wy)]] i [[(L, wy)]]

Uma caracteristica desejavel para a solucao final p* é ter os valores de raios positivo e

negativo balanceados. Dessa maneira, pode-se atualizar o valor do raio definindo:

pn + P
Pn+1 = % (7.2)

Observe que esse novo raio sempre leva a uma solucao factivel, uma vez que

Yi — (wn,$i> — by,
(1, w,)||

e somando (p, — p)/2 na inequagao, uma nova solugao é obtida mudando somente o

<p; Vi (7.3)

n

—pn <

valor do bias.
Entretanto, em alguns casos é possivel ter p & p, e assim o0 novo raio nao serd muito
diferente do valor anterior. De maneira a lidar com esse fato, usa-se entao a seguinte regra

para atualizar o raio:

Pr+1 = Min

I
{wv (1 - 5/2>pn} )

em que um novo parametro 9 ¢ introduzido. Verifica-se que adotando essa regra o processo
pode terminar com um espago de versoes vazio e a convergencia para o pPRF nao sera
atingida. Por isso, estipula-se um nimero maximo de iteracoes 7" para o pPRF convergir.
Caso a convergéencia nao seja alcancada em 7' iteragoes o algoritmo retorna a solugao do
ultimo problema resolvido. Para tanto, o valor de § deve ser cuidadosamente escolhido de
maneira a nao interferir no processo incremental.

No caso em que o raio desejado ps ¢ fornecido e deseja-se apenas obter uma solucao
mais esparsa, a escolha de ¢ deve ser tal que § < 2(1— ps/p,). Se uma aproximacao para
o tubo minimo contendo os dados é o objetivo, entao esse parametro deve ser escolhido de
acordo com a qualidade esperada na aproximacao. Isto é, se uma a-aproximacao do tubo
minimo (i.e. o raio final é menor que (1 + «a)p*, a € (0,1)) é desejada, entdao § deve ser
escolhido como o valor de a.. Para observar isso, suponha que tem-se a soluc¢ao (wy, b,) €

Q(Zm, pn), para algum n > 1, e um novo raio é construido p,+1 = (1 — a@/2)p,. Suponha
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Figura 7.1: Processo do algoritmo de estratégia incremental.

que esse novo raio ¢ tal que p,.1 < p*. Entao, o pPRF nao alcancard a convergéncia e a

ultima solugao factivel encontrada em Q(Z,,, p,) é retornada. Essa solugao final tem raio

Pn, O que satisfaz: p, = (ﬁ;}m < (17”;/2) < (14 a)p*.

Finalmente, ¢ importante mencionar que cada solucao final w do pPRF é usada como
solucao inicial para o proximo problema. Essa configuragao permite que o pPRF precise
fazer um pequeno numero de correcoes para satisfazer o novo raio. Além disso, para
o primeiro pPRF, define-se o valor inicial do bias como b, = % >, y; de maneira a
auxiliar na obtencao de melhores solugoes esparsas. O Algoritmo || apresenta a estratégia

incremental usada para obter o tubo minimo contendo os dados. O processo da estratégia

incremental € ilustrado na Figura|7.1

Algoritmo 5: Algoritmo de Estratégia Incremental (AES)

input : z,, 7,9, po, T

output: ultima solugao factivel (wy,,b,) e o p, associado
1 Wy (-0, b() <— %Z?:lyl
2 repeat
3 (Wnt1, bny1) < pPPRF (2, Wy, by, 1, pn, T)

. + -
4 Pn+1 :mln{w’(l _5/2)1071}
until a convergéncia do pPRF em T iteracoes nao foi atingida
5 return
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7.1 ORDENANDO OS DADOS

Observando a estratégia incremental apresentada na segao anterior, e considerando
que os pontos que estao mais na fronteira dos dados sao gradualmente descobertos, a
medida que o raio p, é reduzido, pode-se tomar vantagem desse processo e considerar
inicialmente apenas os pontos mais distantes durante o loop principal do pPRF. Embora
o funcionamento descrito aqui considere apenas o algoritmo pPRF, a extensao para o
ePRF ¢ direta.

Isso é feito através de um algoritmo simples de ordenagao. Este algoritmo ordena
os dados, enquanto o pPRF itera, de acordo com a frequéncia que determinado ponto
promove uma corre¢ao. Dessa maneira, o pPRF pode considerar um conjunto reduzido
com apenas s pontos, antes de considerar o restante dos dados.

Essa variavel s é calculada iterativamente a medida que o algoritmo executa. Esse
valor ¢é iniciado como s = 0 e é incrementado progressivamente ao passo que o algo-
ritmo encontra os pontos que promovem uma atualizagao na solugao. Esse parametro s é
passado através das diversas chamadas do pPRF realizadas pelo algoritmo de estratégia
incremental.

Além disso, um vetor de indices idx é definido para controlar a ordenacao dos dados.
Este vetor é inicializado com idz < {1,...,m} e também é passado através das chamadas
consecutivas do pPRF pelo AES. O algoritmo de ordenacao é apresentado no algoritmo

0l
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Algoritmo 6: pPRF usando um algoritmo simples de ordenacao.

© 00 N O ok W N =

10

11

12

13

14

input : Z,,, Winit, binit, 7, p, T, s, idx
output: (w,b)
Wo 4= Winit, bo <= bipig, t <=0
repeat
e+ 0
for k=1,....,mdo
i < idx(k)
if ponto (y;,z;) € um erro para (wy,b;) then
(wt+1, bt+1) — atualiza(wt, bt)
e+—e+1
if k> s then
| s¢s+1,7¢s
else
| j¢e
troca(idz,j k)

elseift >1ee>1ek > sthen
L break

7t<—t+1

until e=0o0ut >T
return
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8 EXPERIMENTOS

Este capitulo foi construido com o objetivo de cobrir as diversas caracteristicas técnicas
do método proposto. Nesse sentido, o capitulo esta dividido em seis partes como segue:
na segao [§ um aspecto interessante dos modelos de regressao ortogonal é verificado para o
método proposto. A secao |8 apresenta os resultados relacionados a aplicagao dos algorit-
mos ePRF e pPRF combinados com a estratégia incremental para obter solucoes esparsas.
Também, apresenta-se comparagoes com o SVM-light (JOACHIMS| 1999). Além disso,
discute-se a qualidade da solugao sobre variagao da intensidade de ruido nas varidveis. A
secao [§ mostra resultados relacionados ao uso da estratégia incremental para obter uma
aproximacao para o tubo minimo contendo os dados. A secao [8|traz os resultados relativos
ao uso da regularizacao no método pPRF. Na se¢ao |8| compara-se o tempo de execugao
entre o algoritmo ePRF e o SVM-light. Finalmente a secao [§] apresenta os resultados

obtidos em bases de dados de benchmark usadas na literatura.

8.1 TRATANDO VARIAVEIS SIMETRICAMENTE

Uma caracteristica interessante dos modelos de regressao ortogonal é que eles tratam as
variaveis do problema de maneira simétrica (AMMANN e NESS| 1988). Esse procedi-
mento pode ser muito 1util quando o problema de fato nao possui variavel independente e
dependente, e portanto elas devem ser tratadas igualmente.

Este primeiro exemplo mostra que o método proposto de regressao ortogonal apresenta
esse comportamento. A Figura retrata trés regressoes. A linha sdlida corresponde a
regressao ortogonal usando o algoritmo pPRF. A linha tracejada é a regressao classica
usando o ePRF para estimar Y (como varidvel dependente) a partir de X (como varidvel
independente). A linha trago-ponto descreve a regressao classica usando o ePRF, em que
as variaveis dependente e independente foram invertidas, ou seja, estimando X a partir
de Y. Além disso, a Figura 8.1 apresenta as linhas das respectivas distancias que sao
medidas por cada regressao para um ponto qualquer. E importante mencionar que caso a
regressao ortogonal, usando o pPRF, seja feita com as variaveis invertidas, a mesma linha

solida é obtida.
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Figura 8.1: Regressao ortogonal (pPRF) e regressao cléssica (¢PRF).

8.2 ESPARSIDADE

Neste grupo de experimentos os algoritmos pPRF e ePRF foram combinados com o
algoritmo de estratégia incremental (AES) e aplicados a diferentes bases de dados geradas
artificialmente. Como discutido na se¢ao [7] o AES pode ser muito 1til na obtengao de
solucoes esparsas, uma vez que o processo encontra os pontos que contribuem para a
solucao de forma gradual. No sentido de observar essa caracteristica, aplicou-se também
os algoritmos sem a combinagao com o AES. Os resultados obtidos executando-se o SVM-
light também sao apresentados para comparacgoes.

Os conjuntos de treinamento foram gerados a partir de determinada funcao matema-
tica e poluidos com diferentes intensidades de ruido em ambas as variaveis. Isso é feito
para comparar a regressao ortogonal (pPRF) e a regressao classica (€PRF e SVM). Para
os conjuntos de teste gerou-se uma nova base de dados, usando a mesma funcao escolhida,
com diferentes pontos distribuidos sobre a mesma faixa sem introdugao de ruido. O con-

junto de teste possui o dobro do nimero de pontos em relagao ao conjunto de treinamento.
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Base m Funcao Intervalo Ruido Gaussiano
Linear! 51 y=22x+0.1 2z€[-55 o0,=02e0,=0.2
Linear?2 51 y=22x+0.1 z€[-55 0,=0.04e0,=04
Expl 51 y=e* zel-1,1
Poly3 61 y = a3 re[-3,3

Tabela 8.1: Informacoes sobre as bases de dados.

Os conjuntos de treinamento sao descritos na tabela [8.1] para cada funcao escolhida.
Para comparar as solugoes apresenta-se os seguintes dados obtidos a partir dos ex-
perimentos: numero de vetores suporte em relacao ao total de exemplos no conjunto de
treinamento (vs/m), mostrado para avaliar a esparsidade da solugao; raio do tubo orto-
gonal (p) e vertical (¢); norma da solugdo (norma = ||(1,w)||). Para os métodos PRF
apresenta-se também o nimero total de iteragoes (it) e o nimero total de corregoes (up)
realizados pelos algoritmos. Para medir a qualidade do ajuste foram usadas duas medidas
de erro. A primeira é a raiz quadrada do erro médio quadrético (RMSE). Esse critério
toma a raiz do erro médio quadratico, em que esse erro equivale a diferenca direta entre
a funcao estimada e os valores observados. Nesse sentido, uma segunda medida de erro
é proposta baseada no ajuste ortogonal, chamada de erro médio quadratico geométrico

(gMSE), dada por

1 S (yi — (w, @) —b)?
M= e
e também toma-se a raiz quadrada dessa medida, derivando o critério RgMSE.

Os testes apresentados nesta secao foram realizados da seguinte maneira. Primeiro,
calcula-se a faixa dos targets r := max;—y _,, ¥;—min;—; _,, y; no conjunto de treinamento.
Entao, define-se o valor de € como 0.1 para os algoritmos ePRF e SVM. Também, esse
valor é usado como critério de parada para o ePRF combinado com o AES (daqui para
frente chamado de ePRFspg). Para comparar os resultados, calcula-se o respectivo p
obtido na solugao do ePRF, pela relacao ¢ = p||(1,w)]||, e esse valor é usado para o pPRF
e como critério de parada para o pPRF combinado com o AES (daqui para frente chamado
de pPRF 4gs). O parametro de capacidade C' é definido como C'/m = 10, em que m é o
niimero de exemplos de treinamento, como sugerido em (SMOLA e SCHOLKOPF), 2002).

Para os métodos PRF sempre é usado o algoritmo de ordenagao apresentado na secao [5
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Além disso, define-se a taxa de aprendizado n = 0.01. Para as bases de dados Linearl
e Linear2, foi escolhido o kernel linear k(x;, z;) := (z;,z;). Para a base FxpI, foi usado
um kernel polinomial k(z;,z;) := (s (z;,2;) + ¢)? com d = 2, s = 1 e ¢ = 0. Também
usou-se um kernel polinomial com d = 3, s = 1 e ¢ = 0 para a base Poly3. Em cada
caso, o modelo gerado no treinamento é salvo e usado para realizar os testes. Os critérios
RMSE e RgMSE sao medidos nos conjuntos de treinamento e teste. Os resultados sao

apresentados na tabela [8.2]

vs/m p/e/norma it /up Treinamento Teste
RMSE RgMSE RMSE RgMSE
Linearl
pPRF 44/51 0,626/1,344/2,149 7/65 0,48068 0,22367 0,28514 0,13268
pPRF4gs 5/51 0,625/1,327/2,122 92/46 0,56054 0,26415 0,41071 0,19354
ePRF 37/51  0,626/1,952/3,120 4/50 0,88479 0,28359 0,81896 0,26249
ePRFAps 6/51 0,639/1,928/3,015 74/37 1,00106 0,33201 0,94416 0,31314
SVMlight 2/51  0,998/1,928/1,932 /- 1,09079  0,56468 1,04105 0,53893
Linear?2
pPRF 45/51  0,624/1,302/2,087 4/61 0,60639 0,29061 0,49572 0,23757
pPRFAgs 4/51 0,579/1,221/2,105 86/43 0,56098 0,26645 0,43669 0,20742
ePRF 36/51  0,624/1,936/3,10 4/49 0,90116 0,29044 0,83506 0,26913
ePRFags 4/51  0,584/1,828/3,131 76/38 0,88459 0,28254 0,81595 0,26061
SVM-light 2/51  0,935/1,828/1,955 -/- 0,99727 0,51003 0,93765 0,47954
Fxpl
pPRF 40/51 0,094/0,240/2,566 1105/5789 0,11911 0,04642 0,03528 0,01375
pPRFsps  5/51  0,094/0,230/2,460 2580/3894 0,11343 0,04611 0,03103 0,01261
ePRF 41/51 0,094/0,098/1,043 26304/164166 0,11382 0,10912 0,04679 0,04486
ePRFaps 22/51 0,093/0,098/1,055 25727/130023 0,11272 0,10685 0,03840 0,03640
SVM-light 22/51 0,093/0,080/1,158 -/- 0,11289 0,09748 0,04033 0,03483
Poly3
pPRF 5/51  4,179/5,777/1,382 65/113 1,94745 1,40884 0,53883 0,38980
pPRFsps  7/51  3,950/5,770/1,461 79/196 1,89469 1,29713 0,77797 0,53260
ePRF 9/51 4,179/5,409/1,294  12062/44740 1,96528 1,51846 1,26403 0,97665
ePRFAps 5/51 4,214/5370/1,274 237/574 2,09847 1,64681 1,61558 1,26785
SVM-light 2/51  4,068/5,370/1,320 -/- 2,27268 1,72150 2,00520 1,51889

Tabela 8.2: Resultados obtidos pela regressao ortogonal (pPRF) e cldssica (ePRF e SVM-
light), comparando esparsidade e qualidade da solugdo sob diferentes intensidades de
ruido.

Em primeiro lugar observa-se que o AES se mostrou efetivo em relacao a obtengao de
solugoes esparsas. Na maioria dos casos os métodos PRF apresentam um nitimero bem
menor de vetores suporte quando combinados com o AES. A tnica exce¢ao nos exemplos
anteriores é para o pPRF com a base de dados Poly3. Isso pode ser explicado pelo fato

de que o pPRF 4gg um raio menor no treinamento. Contudo, observa-se que o nimero de
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vetores suporte é apenas um pouco maior e segue proximo ao nimero obtido pela solugao
SVM.

Em segundo lugar nota-se que, quando combinados com o AES, os algoritmos PRF
mostram um ntmero maior de iteracoes, como esperado, uma vez que eles iniciam com um
valor alto para o raio que ¢ gradualmente reduzido. Entretanto, quando combinados com
o AES os algoritmos realizam um nimero menor de corre¢oes, o que sugere que apenas
os pontos mais importante para a solucao influenciam no nimero de corregoes.

Considerando a qualidade do ajuste os métodos de regressao ortogonal apresentaram
os melhores resultados. Para a base de dados Fxpl, os resultados sao bastante similares
considerando o critério RMSE, contudo os algoritmos ePRF e ePRF 4gg realizaram um

grande nimero de iteracoes e corregoes.

8.3 TUBO MINIMO

Nesta secao apresenta-se os resultados de experimentos realizados combinando os algo-
ritmos pPRF e ePRF com o AES sem permitir a flexibilidade da margem, com o objetivo
de obter uma aproximacao do tubo minimo que contém todos os dados. E importante
mencionar que esse tubo minimo nao pode ser obtido usando a abordagem tradicional da
regressao-SV.

Os experimentos foram realizados usando trés bases de dados descritas na tabela [8.1]
Linearl, Fxpl e Poly3. Para comparar os resultados apresenta-se o numero de vetores
suporte em relagao ao total de exemplos no conjunto de treinamento (vs/m); raio do tubo
ortogonal (p) e vertical (¢); norma da solugao (norma = ||(1,w)||). Além disso, apresenta-
se também os valores dos erros RMSE e RgMSE medidos nos conjuntos de treinamento e
teste.

Os testes foram realizados da seguinte forma: para o pPRF ags € ePRF sgg define-se
a taxa de aprendizado 17 = 0.01 e o nimero de iteragoes T" = 1000. O valor de ¢ obtido
pelo ePRF 4gs ao final do processo é usado para executar o SVM-light. O parametro de
controle da capacidade C foi definido como um valor muito alto para evitar a flexibilidade
da margem no caso do SVM-light. As fungoes kernel escolhidas sao as mesmas da se¢ao
anterior. Os resultados sao apresentados na tabela (8.3

Nesse experimento, como o raio do tubo estd sendo encolhido até uma aproximacao

do tubo minimo, espera-se que os algoritmos obtenham resultados semelhantes. Isto pode
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sV P € norma Treinamento Teste
RMSE RgMSE RMSE RgMSE

Linearl

pPRF AEs 6/51 0,34818 0,78690  2,26007 0,43324 0,19169 0,06748  0,02986
ePRFsps 10/51 0,18559 0,79373  4,27679 0,45657 0,10676 0,13262  0,03101
SVM-light 2/51 0,34834 0,79373 2,27858 0,46253  0,20299 0,14460 0,06346

Ezxpl

pPRF AEs 4/51 0,22521  0,26368 1,17082 0,11425 0,09758  0,03105  0,02652
ePRF ags 4/51 0,24895 0,26670 1,07129 0,11544 0,10776  0,03078  0,02873
SVM-light 2/51 0,23021  0,26670 1,15852 0,11459 0,09891 0,03614  0,03119

Poly3

pPRF aps 8/61 1,00253 5,35425 5,34074 2,14634 0,40188  1,88537  0,35302
ePRFAEps 6/61  3,99057 5,21344 1,30644 1,84730 1,41399  0,90730  0,69449
SVM-light 2/61  3,92966 5,21344 1,32669 2,29019 1,72625 1,96983  1,48477

Tabela 8.3: Resultados da regressao ortogonal (pPRF) e classica (ePRF e SVM-light)
sem permitir flexibilidade na margem para obter uma aproximacao para o tubo minimo
contendo os dados.

ser observado para as bases de dados Linear! e Fxpl, em que as medidas de erro sao
bem préximas. Para a base de dados Poly3 observa-se que o ePRF 4gg obteve o melhor

resultado para a medida RMSE e o pPRF 4gs o melhor resultado considerando o erro

RgMSE.

8.4 INTRODUZINDO REGULARIZACAO

Como discutido na se¢ao [11] a regressao ortogonal é intrinsecamente um processo que
promove uma desregularizacao nas solugoes candidatas e isto pode se tornar um problema
quando fungoes kernel com uma grande capacidade de representacao sao usadas. Nesta
secao, apresenta-se os resultados obtidos em experimentos com o pPRF usando o kernel

Gaussiano

k(zi, ;) = exp(—||lz; — x| ), (8.1)

e introduzindo a regularizacao apresentada segao [I1]

O conjunto de treinamento foi gerados a partir de determinada fungao matematica e
poluido com ruido em ambas as variaveis. Como conjunto de teste gerou-se uma nova
base de dados, usando a mesma funcgao escolhida, com diferentes pontos distribuidos sobre
a mesma faixa sem introducao de ruido. O conjunto de teste possui o dobro do ntimero
de pontos em relacao ao conjunto de treinamento.

A base de dados utilizada, chamada de Sinc, foi gerada com m = 63 pontos a partir

da fungao y = sinc(z), em que sinc(z) := sin(z)/x e ¢ € [—m, 7). Foi adicionado um ruido
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Gaussiano tanto nos pontos x, como nos targets y com desvio padrao o, = o, = 0.2.

Para comparar os resultados apresenta-se o nimero de vetores suporte em relagao
ao total de exemplos no conjunto de treinamento (vs/m); raio do tubo ortogonal (p) e
vertical (g); norma da solu¢do (norma = ||(1,w)||). Além disso, apresenta-se também os
valores dos erros RMSE e RgMSE medidos nos conjuntos de treinamento e teste. Para o
parametro de regularizagao 8 foram usados quatro valores diferentes: (i) f = 0.001, (ii)
f = 0.005, (iii) f = 0.01 and (iv) 8 = 0.02. O algoritmo regularizado foi chamado de
pPRF 4pg-reg.

Os experimentos desta secao foram realizados da seguinte maneira: primeiro, foi exe-
cutado o pPRF4gs e pPRF sps-reg fazendo o ntimero de iteracoes como T = 1000 e
T = 5000. A taxa de aprendizado foi definida como 7 = 0.01. Para executar o SVM-light
toma-se o € obtido com pPRF 4pg-reg que gerou o melhor resultado . O parametro de
controle de capacidade foi definido como C'/m = 10. O parametro do kernel Gaussiano
foi definido como v = 1. Os erros RMSE e RgMSE foram computados no treinamento
e teste. Os resultados sao apresentados na tabela [8.4] Além disso, a figura ilustra a

solucao para 1" = 5000.

Treinamento Teste
vs/m p/e/norma RMSE RgMSE RMSE RgMSE

Sinc - (T = 1000)

pPRF Aps 14/63  0,18699/0,35855/1,91750  0,22058  0,11503  0,17869  0,09319
pPRF 4 ps-reg(i) 14/63  0,19485/0,35597/1,82689  0,21589  0,11817  0,16089  0,08806
pPRF 4 gg-reg(ii) 12/63  0,21893/0,35785/1,63453  0,20658  0,12638  0,11808  0,07224
pPRF saps-reg(iii) 10/63  0,26349/0,37910/1,43873  0,20840  0,14485 0,11157  0,07755
pPRF g ps-reg(iv) 6/63 0,40338/0,49470/1,22638  0,25835  0,21066 0,16254  0,13254
SVM-light 6/63  0,26647/0,37910/1,42265 0,21025 0,14778 0,10802  0,07593

Sinc - (T = 5000)

pPRF AEs 24/63  0,08280/0,32418/3,91510  0,21568  0,05509  0,18522  0,04731
pPRF sps-reg(i)  21/63  0,11361/0,32843/2,80093 0,22022 0,07618  0,18170  0,06285
pPRF 4 ps-reg(ii) 17/63  0,16136/0,33366/2,06782  0,21277  0,10289  0,13467 0,06513
pPRF sps-reg(iii)  9/63  0,23142/0,35414/1,53029 0,21209 0,13860 0,11383  0,07439
pPRF sps-reg(iv)  6/63  0,40816/0,49540/1,21376  0,26224  0,21606  0,16730  0,13784
SVM-light 7/63 0,23039/0,35414/1,53709  0,21512  0,13995 0,11123  0,07236

Tabela 8.4: Resultados obtidos na execugao do pPRF 4pg € pPRF gps-reg com 1000 e 5000
iteracoes para a base de dados Sinc. Comparagoes com o SVM-light sao apresentadas

Observa-se que, com mais iteragoes, a norma do pPRF 4gg cresce e o erro RgMSE
diminui. Entretanto, a figura[8.2] mostra que o pPRF 4pg gera uma curva retorcida. Apds
a introducao da regularizacao, a curva é suavizada. Além disso, é interessante notar que
escolhendo-se uma penalizagao alta, a solucao tende a ser muito simples e nao satisfaz
como ilustrado no caso do pPRF 4pg-reg(iv) na figura [8.2]

Além disso, observe que é importante escolher o parametro de regularizacao cuidadosa-



57

15 T 15 T
regression regression
b b
¥ training pé?ntz ¥ ¥ training p(t)?ntz ¥
1 %K)\ - 1 ) K —
[, K 4%%
%fé; X * oK
05 - ¥ A % N 05 - ¥ / % B
/K ‘\% /K \ %
X / ¥ X /¥ \
\%ﬁ N K / b %% W ¥K / % %W
T VI WA B e
X K X %/ Fx X K ¥\ /K x
* \ *
-05 \% —| 05 |
1 | | | | | | | 1 | | | | | | |
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4
15 | 15 T
regression regression
b b
¥ training pz;lljntz ¥ ¥ training pcIJliJm: ¥
1 * K N 1 XK -
5 K 3K
™ [ 7Tk
05 — \ « - 05 %// ¥ y m
% \\ %
X K x \ =S % KK « // K 8K
W SOV IIAN,
°r % ¥ Mk 1 T % & © ]
¥ x X % *
X * X ¥
" K ¥ ifgg * oy * - K ¥ K x
05 B 05 |- -
1 | | | | | | | 1 | | | | | | |
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 8.2: Superior a esquerda: pPRF saps. Superior a direita: pPRF sps-reg(iii). Infe-
rior a esquerda: pPRF gps-reg(iv). Inferior a direita: SVM-light

mente. Na tabela é possivel observar que o pPRF 4gg-reg(i), que usa um pequeno valor
de 3, tem uma solug¢ao pouco penalizada e portanto o resultado é similar ao pPRF sgg.
Por outro lado, o pPRF 4ps-reg(iv) possui um alto valor de /3, assim a solucao é altamente
penalizada e o resultado obtido nao é o desejado. Nesse sentido, deve-se escolher um valor
adequado para 3, que produz uma boa solucao. Em particular, para o problema desta
segao, os melhores resultados foram obtidos com as escolhas (ii) e (iii) e esse valor pode

variar de acordo com o problema.

8.5 TEMPO DE EXECUCAO

Nesta secao testou-se o algoritmo ePRF 4pg em grandes bases de dados geradas artifi-
cialmente. Isto é feito com o objetivo de comparar o tempo de execucao do ePRF 455 com

a com o tempo demandado pela solucao SVM obtida pelo algoritmo SVM-light. Além
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disso, o algoritmo desenvolvido para regressao ortogonal nao é considerado nessa se¢ao
no sentido de avaliar apenas o ePRF 4gg, como alternativa ao SVM (ou seja, conside-
rando apenas regressao cldssica), principalmente para aplicagoes em larga escala ou que
dependem de tempo.

Os conjuntos de treinamento foram gerados a partir de determinada fungao matematica
e os targets foram poluidos com ruido Gaussiano. As informagoes sobre os conjuntos de
dados gerados para esse grupo de experimentos sao apresentados na tabela A figura

ilustra a relacao entre as variaveis dos conjuntos gerados para este experimento.

Base de dados m Funcgao Intervalo Ruido Gaussiano
Fy 10006 y = sinc(x) x € [—m,m| oy =0.1
Fy 10001y = |27 + [sen(m (1 + Z71))| 4+ 1 x € [~10, 10] oy =0.1

F3 10001 y = sinc(4y/2? + 23) x1, 22 € [—10,10] oy =0.1

Tabela 8.5: Informagoes sobre as bases de dados.

Os experimentos realizados nessa se¢ao foram executados da seguinte maneira: Para o
ePRF 4gs definiu-se como critério de parada o raio do tubo e, = 0.1 e taxa de aprendizado
nr, = 0.01, para a base de dados F}. Para o conjunto F; definiu-se como critério de parada
o raio g, = 0.2 e taxa de aprendizado np, = 0.03. Para a base Fj foi definido ep, = 0.1
e np, = 0.02. Em todos os casos o valor obtido como raio final foi usado para executar
o SVM-light, no sentido de avaliar o tempo gasto para obter a solucao com mesmo raio.
O parametro de capacidade foi definido como C' = 10 para todos os testes. O kernel
utilizado foi o Gaussiano, como na equagao , com v = 1.0.

Para comparar os resultados sao apresentados os seguintes dados: niumero total de
vetores suportes (vs); o tempo de execucdo dos métodos (rt); raio do tubo (g); norma
da solugdo (norma = ||wl||); para o ePRF 4pg apresenta-se também o numero total de
iteracoes (it) e nimero total de corregoes (up). Os resultados sao apresentados na tabela
8.6l

Observe que para o ePRF 4gg sao apresentadas solugoes incrementais no processo de
execucao do algoritmo. Isso destaca um importante aspecto do método. A qualquer
momento a execugao pode ser interrompida e o ePRF 4pg retorna uma solucao viavel
obtida até o instante da parada. Essa caracteristica torna o método interessante para
aplicacoes em que a solucao completa do problema nao se faz necessaria, antes, deseja-se

obter uma aproximagao da solu¢cao de maneira mais rapida.
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Figura 8.3: Relacao entre os pontos de treinamento e targets para os conjuntos de dados
gerados.

Como esperado, em todos os casos observa-se que a obtencao da solucao final usando
o0 ePRF 4gs é mais rdapida do que a solucao SVM. Além disso, é possivel obter uma boa
solugao rapidamente com o ePRF 4gg. Contudo, a medida que a solucao se aproxima do
raio fixado como critério de parada o tempo de processamento aumenta, uma vez que a
cada reducao no valor de € o espaco de versoes se torna menor, e a solucao mais dificil de

ser obtida.
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vs it/up € norma rt

F

SVM-light 3322 -/- 0,09949  1,45873 791,48
ePRF4Es 27 103/138 0,49859  0,71759 8,58
ePRF aEs 33 163/222 0,39910  0,93835 8,66
ePRF aEs 66 457/1510 0,29898  1,37356 9,63
ePRFsps 600 1470/40446  0,19904  5,19886 37,24
ePRFaps 1798 2103/138435 0,14974 10,29991 106,36
ePRFsps 3848 2914/381342 0,09949 18,64224 277,73
Fy

SVM-light 571 i 0,19846  4,54684 32,43
ePRF4Es 69 67/142 0,98938  2,12675 11,26
cPRFaps 75 118/205  0,68016 2,54115 11,32
ePRF aEs 85 167/265 0,49988  2,93399 11,39
ePRFags 173 412/1498 0,29944  3,66530 12,37
ePRFags 391 678/6132 0,24400  4,80350 15,86
ePRFagps 1034  906/23449  0,19846  7,81095 28,77
F3

SVM-light 3555 -/- 0,09543 1,73510 1836,48
ePRF aEs 27 75/88 0,49038  0,79215 12,90
ePRF4Es 33 107/127 0,39383  1,03416 12,93
ePRF4Es 66 264/643 0,29984  1,38644 13,37
ePRFAps 823  1286/24495 0,19981  5,57679 31,92
ePRFsps 1992  1884/82775 0,14817 11,28930 75,07
ePRFsps 4497 2462/238715 0,09543 21,20861 190,40

Tabela 8.6: Resultados comparando tempo de execucao em grandes bases de dados entre

0 ePRF 4gs e 0 SVM-light.

8.6 BENCHMARK

Nesta secao testou-se o método pPRF em trés diferentes bases de dados de benchmark:

BostonHousing, Quake e DEE. A primeira base de dados foi obtida no repositério da
UCI Machine Learning (FRANK e ASUNCION]| 2010)), e as outras no repositério KEEL
(ALCAL&-FDEZ et al 2011). A tabela apresenta um pequeno sumario das trés bases.

Base de dados  #exemplos ##atributos
BostonHousing 506 13
Quake 2178 3
DEE 365 6

Tabela 8.7: Informacoes sobre as bases de dados

Em todos os experimentos desta se¢ao foi usado o kernel Gaussiano (8.1). Os dados
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de entrada x; = (x;1, ..., %) € X, foram normalizados linearmente

Ti1 — min Tkl
1<k<m

€T; = N
max Tpp — MmMin Iy
1<k<m 1<k<m

porém nenhuma normalizagao foi feita nos targets.

Para as trés bases de dados foram selecionados aleatoriamente 60% do total de exem-
plos como conjunto de treinamento, 20% como conjunto de validagao e 20% como conjunto
de teste.

O experimento foi feito da seguinte maneira: executou-se o pPRF no conjunto de trei-
namento de maneira a obter os melhores valores para os parametros 7 (kernel Gaussiano)
e C' (capacidade) considerando o erro no conjunto de validacao a partir de todas as combi-
nagoes possiveis de v = {0.05,0.1,0.5,1,2,4,8,10} e C' = {0.5, 1, 10, 20, 40, 60, 100, 1000}.
O raio do tubo foi fixado como p = 0.5 para as bases BostonHousing e DEE, e p = 0.1
para Quake. Com o objetivo de selecionar o modelo mais adequado nao usou-se a estra-
tégia incremental, para que o valor obtido para o raio do tubo seja sempre o mesmo em
todas as execugoes do algoritmo. A taxa de aprendizado foi definida como n = 0.02. O
modelo selecionado foi aplicado no conjunto de teste e os critérios de erro RMSE e RgMSE
medidos.

Para comparar a solu¢ao, os mesmos parametros selecionados e o € correspondente
foram usados para executar o SVM-light e os erros RMSE e RgMSE também foram
medidos no conjunto de teste. A tabela [8.8 apresenta os resultados dos seguintes dados
obtidos a partir dos experimentos: percentual de vetores suportes em relagao ao total de
exemplos de treinamento (%vs); a norma (norma = ||(1,w)||); critérios de erro RMSE e
RgMSE medidos no conjunto de teste.

Em primeiro lugar nota-se que o pPRF apresentou um elevado nimero de vetores
suportes. Isso se justifica pelo fato de nao ter sido usada a estratégia incremental. Em
relacao a qualidade da solucao observa-se que o pPRF obteve sempre o melhor resul-
tado para o critério RgMSE e de maneira geral uma boa solu¢ao considerando o RMSE,

seguindo préximo ao valor obtido pelo SVM-light para as bases BostonHousing e Quake.



%vs mnorma RMSE  RgMSE

BostonHousing

pPRF 41,58 3,45663 1,180746 0,341589
SVM-light 5,94 1,66134 1,023353 0,615980
Quake

pPRF 58,19 4,30836 0,365258 0,084779
SVM-light 3,37 1,00289 0,310748 0,309850
DEFE

pPRF 74,88 2,98918 1,521271 0,508926
SVM-light 5,48 1,53335 0,865388 0,564376

Tabela 8.8: Informacoes sobre as bases de dados
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um algoritmo online para regressao classica, similar a ideias
anteriormente apresentadas na literatura, usando a funcao de perda e-insensivel. Para esse
algoritmo foi apresentada uma nova prova de convergéncia que garante um nimero finito
de corregoes.

Além disso, foi introduzida uma nova formulacao para regressao ortogonal baseada
numa abordagem de treinamento online usando o método da descida do gradiente esto-
castica. O método proposto usa uma funcao de perda baseada na fungao e-insensivel, que
recebeu o nome de p-insensivel, o que possibilita a aplicagao de vetores suporte. Quando
formulado em varidveis duais o método permite a introducao de kernels, através do “kernel
trick”, e flexibilidade na margem. O algoritmo ¢é inteiramente baseado no perceptron, o
que o torna simples de entender e facil de implementar. Até onde se sabe, este é o primeiro
algoritmo online para regressao ortogonal com kernels.

Ainda, apresentou-se um algoritmo de estratégia incremental, que pode ser combinado
com os algoritmos anteriores com o objetivo de obter solugoes esparsas e também uma
aproximagcao para o tubo minimo contendo os dados.

Os resultados experimentais destacam as caracteristicas dos métodos propostos. O uso
da estratégia incremental realmente se mostrou valido na obtencao de solugoes esparsas e
também na obteng¢ao de uma aproximacao do tubo minimo. Além disso, pode-se observar
que o método de regressao ortogonal (pPRF) obteve bons resultados em relacao a regressao
classica (ePRF e SVM-light) quando o ruido foi introduzido em ambas as variaveis.

Vale destacar que a literatura ainda carece de estudos relativos a métodos online
para regressao ortogonal. A abordagem apresentada nesse trabalho abre caminho para o

desenvolvimento de novos métodos para regressao ortogonal e aplicacoes.

9.1 TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos futuros pretende-se introduzir novas formulagoes para regressao orto-
gonal com diferentes normas, principalmente as normas L; e L.,. Além disso, uma vez
que o modelo de regressao ortogonal trata simetricamente as variaveis, o uso de normas

ponderadas também surge com possiveis aplicacoes para o método.
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Quando considera-se as normas L; e Lo, o problema pode ser formulado como pro-
gramagao linear (veja por exemplo (PEDROSO e MURATA| 2001))). Assim, pretende-se
desenvolver formulagoes em programacao linear para o problema de regressao ortogonal.

Por fim, outro ponto de interesse é o estudo de outras formas de regularizagao para o
problema de regressao ortogonal. Uma abordagem nesse sentido foi apresentada recente-
mente por (LAMPEA e VOSS, 2013), usando a regularizagdo de Tikhonov (TIKHONOV
e ARSENIN| 1977). Este e outros tipos de regularizagdo podem se tornar importantes do
ponto de vista da regressao ortogonal com kernel principalmente quando trabalha-se com

dados reais.
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