CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE SUPERFICIES PLANAS

1 —CENTROIDES E BARICENTROS

1.1 — Introducao

Freqiientemente consideramos a forca peso dos corpos como cargas concentradas
atuando num tnico ponto, quando na realidade o que se passa ¢ que o peso ¢ uma forga
distribuida, isto ¢, cada pequena porcdo de matéria tem o seu proprio peso. Esta
simplificagdo pode ser feita se aplicarmos a forca concentrada num ponto especial
denominado Baricentro. Este ponto deve ter uma distribui¢do de matéria homogénea em
torno de si. Terd importancia também a determinacdo de um ponto de uma superficie e ndo
somente de um corpo tridimensional que tera uma distribui¢do homogénea de area em torno
de si. A este ponto especial chamaremos de Centroide (ou Centro de Gravidade — CG).

Demonstra-se que as coordenadas deste ponto serdo obtidas, no caso geral,
tomando-se um elemento de area dA e partindo do centréide deste elemento (Xei; Ver)

fazemos a integracdo em toda a area A.

Yel

N
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As coordenadas deste ponto serdo:
— J.Xel -dA

X __[Yel'dA
[dA

y =
[da
A integral J. X dA ¢é conhecida como Momento Estatico de 1* Ordem ou Momento

Estatico de Area em relagdo ao eixo y. Analogamente, a integral J.y dA define 0 Momento

Estatico de 1* Ordem ou Momento Estatico de Area em relagio ao eixo x.
1.2 — Determinaciao do Centroéide

a — Por Integracao
Escolha do elemento de area — pode-se escolher qualquer elemento de area para o
calculo do CG. A resolu¢do da maior parte dos problemas sera possivel com elemento de

area em forma de uma faixa retangular ou um setor circular. Ex.:

Retangulo
y A

><V
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J.Xel . dA

X = IdA Xe = X e dA=y-dx
Feoyas Joonas 0]
x-y-dx |[x-h-dx A
x =% = - 2b0 L x=2
[y-dx [h-dx h-x|; 2 b 2
0 0
yA
" I
Yel
=X
b
— -dA
y=jyfldA Y=Y e dA=x-dy
h h 2|
.x-d ‘b-dy b-—
A_gyx y {y Y "3 w1 [Fh
Y= ~h h 5 h Y=5
[x-dy  [b-dy P
0 0

Portanto, para o retangulo temos:
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y A
b/2 b/2
h/2
h N >
VoG -
h/2
b

A partir destes resultados, toda vez que utilizarmos um elemento de area em forma
de faixa retangular colocaremos:

X

el ¢ Xel

b b
2 2

b — Por Composicao de Figuras

Muitas figuras sdo resultantes de soma ou diferenca de outras figuras conhecidas e

para estas ha um segundo método para se determinar o CG. Ex.:

A
M 120mm
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Notamos que a figura resultante pode ser obtida pela soma de um retdngulo com um
tridngulo ou pela diferenca de um outro retdngulo e um tridngulo. Faremos a opg¢do pela
soma.

Observamos que o CG de cada figura (retangulo e tridngulo) ja sdo conhecidos, pois
foram obtidos por integracao. Contudo, Estas coordenadas devem ser tomadas em relagdo a

origem do sistema dado.

Como trata-se de soma de figuras conhecidas, as integrais j X dA j vy dA e

J.dA se tornam Z;A , Z§A e D A.

Figura X y A X A yA
Retangulo 60 110 12000 720000 1320000
Triangulo 40 40 3600 144000 144000

z 15600 864000 1464000
_ S XA 864 — Y yA 1464
Co XA _BO4000 o0 o YA 1464000 o o0
SA 15600 SA 15600

1.3 — Aplicag¢oes do Calculo do CG

Teoremas de Pappus-Guldinus: para a aplicagdo dos teoremas torna-se necessario

definirmos:

Superficie de revolugdo. € uma superficie que pode ser gerada pela rotacao de uma

curva plana em torno de um eixo dado.

Curva plana (reta) Superficie de revolugdo — casca do cone

Corpo de revolugdo: ¢ um corpo que pode ser gerado pela rotagdo de uma area

plana em torno de um eixo fixo.
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Area plana (triangulo) Corpo (cone)

Teorema I: a 4rea de uma superficie de revolugdo ¢ igual ao comprimento da curva
geratriz, multiplicada pela distancia percorrida pelo centroide da curva durante a geragdo da
superficie.

Teorema II: o volume de um corpo de revolucdo € igual a 4rea geratriz, multiplicada

pela distancia percorrida pelo centrdide da area durante a geragdo do corpo.

1.4 — Centroide de um Corpo Tridimensional
Analogamente ao que foi feito para areas planas, a determinagdo do Centroide de

um Corpo Tridimensional pode ser obtida pelas expressoes:

’:fx-dV §:jy-dV . E:jz-dV
[dV [dv [dV

Para corpos homogéneos, isto ¢, os que possuem peso especifico constante, o
Centroide coincide com o Baricentro. Relembremos que Centroide ¢ um ponto com
distribuicdo de volume homogénea em torno de si (do ponto de vista geométrico) e
Baricentro ¢ um ponto com distribui¢do homogénea de massa em torno de si (ponto onde
deve situar a forca peso, que sozinha substitui o peso distribuido de cada porg¢do de

matéria).

A integral IX -dV ¢ conhecida como Momento Estatico ou Momento de Primeira
Ordem de Volume em relagdo ao plano yz. Analogamente, _[y +dV com em relagdo a xz

e jZ -dV em relagio a Xy.
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No célculo de centroide de areas pudemos observar que figuras com eixo de
simetria possuiam o CG sobre este eixo. O mesmo se aplica para o CG de corpos
tridimensionais. Desta forma ¢ imediato o CG de esferas, elipsodides, cubos,

paralelepipedos, etc.

Semelhante ao que foi feito para as areas, ha dois métodos para determinar o CG de

volumes: por Integracdo e Composi¢ao de Corpos.
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Lista de Exercicios

1. Determinar, por integragdo direta, o CG das areas abaixo:

a) Triangulo

y A
: |
y=1(x) =kx ¢ | (%)
h
CG ,é—_
dx Iye‘
Xel ‘ 'X
b
b) Parabola do 2° grau
h
y = f(x) =kx’
"x
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2. Determinar, por composicao de figuras, o CG das areas abaixo:

a) y A
60mm
100mm
120mm X
b) y A
300mm r=100mm
«—| > X
200mm
9)
yA
l/ 75mm
12,5 OmmT
100mm
> X
| |

&
12,50mm



d)

Ya
37,5mm
:25mm
___25mm
37,5mm
I >
37.5mm” | 150mm A 25mm
y
r, = 75mm
X
r; = 50mm
_ y _
rn=100mm 4 r;=75mm
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g)
y A

r; = 200mm

@1 00mm

v

r; = 250mm

3. Um cone e um cilindro de mesmo raio a e altura h estdo unidos como ilustrado abaixo.

Determine a posi¢@o do centrédide do corpo.

4>
h
h
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2. Momento de Inércia de Figuras Planas

No desenvolvimento da expressao da tensao Normal no estudo da flexdo, surgem as
. . 2 2 o a
integrais Iy -dS e J. z”-dS chamadas de Momento Estatico de 2 ordem ou

Momento de Inércia. Estudaremos o desenvolvimento e expressdes finais dessas integrais
para as figuras mais comuns.

Momento de Inércia ¢ uma grandeza que mede a resisténcia que uma determinada
area oferece quando solicitada ao giro em torno de um determinado eixo. Normalmente

representamos pelas letras I e J. Assim a resisténcia que a Figura 1 oferece ao giro em torno

do eixo z ¢ representada por J, = Iyz -dS e em torno do eixo y ¢ representada por

J y = '[ z? -dS , onde dS ¢ um elemento de area da Figura 5.1, z ¢ a distancia do elemento

de area ao eixo y e y € a distancia do elemento de area ao eixo z.

Y A

N

Da mesma maneira que fizemos para os Momentos Estaticos de 1* ordem (célculos
de Centro de Gravidade), desenvolveremos as integrais para as figuras comuns, retangulo,
triangulo, parabola e circulo. A escolha do elemento de area adequado facilita a resolucao
das integrais. Deve-se utilizar um elemento de area que eqiiidiste do eixo em torno do qual

se calcula o Momento de Inércia.
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e Retangulo
y A

|~ dS =h-dz

Ya

e Triangulo

ol LY

h
Va y:h—g-z—>Z:

dS =z.dy

N

Iy

h
—[v2.dS=[v2.b.dy=b.2_
I,=[y*-ds .([y bdyb3 =3

(h-y)-b

Z

b
= 2. = 2.. =N -
=[z*-dS .([z h-dz=h-=

b

b

—
0

3

3 (b

0

ds = y-dz




h . 3 4 h 3
§<fyreds—y?. 2my) gy By byt fy beh
0 h 3 4h | 12

b ) 3 . 4 b . 3
J :Izz'dS:jZ2'(h_EZj'dZ= h-z _h Z N :h b
y 0 b 30 4 | 1712

2.1. Teorema dos Eixos Paralelos

Freqilientemente necessitamos do momento de inércia de uma area em relagdo a um
eixo qualquer (este eixo sera qualquer para a figura em si, mas especial para a se¢do da qual
a referida figura faz parte). para evitar o calculo constante de integrais, desenvolveremos
uma expressao para o calculo do momento de inércia em relagdo a este eixo qualquer a

partir do valor do momento de inércia em relagao a outro eixo, ja conhecido.

A A

2
Taa=[y*-dS=[(y+d) -dS
Jan=[y?dS+2d-[y'-dS+d*-[dS
A integral Iy'z -dS ja é conhecida. Como o eixo BB ¢é o horizontal que contém o

CQG, esta integral ¢ chamada J,.

A integral _[ y'-dS ¢ igual a zero pois refere-se ao CG.

A integral '[ dS resulta a area S.
Portanto:

JAA:JBB +dzs
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Sendo d a distancia de eixo a eixo.

Para eixos horizontais teremos:

_ 2
JZ—JZCG+d S
_ 2
Jy—JyCG+d S
e Retangulo
Ya
/2
"I
h/2
; 5 b-h? h?
T' z J=J, +d°-S > ——=J,__ +—b-h=>
CcG 3 CcG
y“
b/2 b/2
_|ele
h GI hb3 2
v, J=J, +dS>——=J +—bh>
Eb;| 7 CcG 3 CcG
e Tritangulo
Yy A
\ IZhB
TG N3
b | z

3

J _b-h
CG 12

3

J, = h-b
CG 12
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JZ:JZ +d2S_)—:JZ _— = JZ -
cG G 2 cG 36
ya
b/3 2b/3
o k————

N
h
GCG -
b "z
3 2 3

S S P

co 2 9 ) veo T 36

3. Momento Polar de Inércia

No estudo da torcdo em pegas cilindricas terd grande importancia a integral

.[ 7‘2 -dS', que é chamada de Momento Polar de Inércia. E utilizada quando houver

solicitacdo em torno de um eixo (na se¢do estudada teremos um ponto = P6lo).
Yy A

ds

)

v

Temos que:
Jo=1, =[1*-dS=](z* +y*)-dS

Jo=J, =[z"-dS+[y*-dS
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Jo=1 =1,+7,

A terceira figura importante para a qual precisamos dos valores dos Momentos de
Inércia € o Circulo. A dedugdo mais simples € a de Jj.

Jo=J, =[u®-dS
yA
dS=2n-u-du

\du< Jo=[u®-2n-u-du
u 0

I

N /

7

Jo=2n-[u’-du
0

4
Tr

Em fung¢do da simetria, podemos concluir que para o circulo os valores de J, € J, sdo

iguais. Como o ponto O ¢ o encontro dos eixos z e y, teremos:

Jo=d,+1,

4
T T

=JZ+Jy=2-JZ (pois J, = Jy)

Portanto, para o circulo teremos:

Ou, escrevendo em funcao do diametro:
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4 4 4
Z:nd I nd I, =] nd
64 Y 64 P32

Figuras Circulares

y
SN\ (2:y) 2 +y> =1’
/ r \ y=r-senf
: > z=r-cosf
dS=2-z-dy
dy=r-cos6-df

J, =[y*-dS = [y*-2-z-dy

J,= [r*-sen’0-2-r-cos0-r-cos0-do

J, = 2-r4--fsen29-cosze-d0 = J, = 2-r4--j-sen20-cosze-d6

|- 2.r4.[g_sen49}
8 32 |_

7T 7T
Para descrever o circulo 0 deve variarde —— a + —.

2

7T
Para o semi-circulo O deve variarde 0 a + —. Entao J =——




TT
Para o quarto de circulo 0 deve variarde 0 a + — e o elemento de area deve

4
ser dS=Z°dy,Ent50 JZ :ﬂ
16

Resumindo teremos:

;
\

) > | 1,=) ==

yA
4 4
/\ > J =1 :ﬂzﬂ
z Y 8 128
Ya
4 4
\\\ S JZ:Jyzgl_:nd
16 256

3.1. Teorema dos Eixos Paralelos

e Circulo: os valores obtidos ja sdo em relagdo aos eixos que passam pelo Centro de

Gravidade.

¢ Semi-Circulo:

2
Joeg Td7-S

nr’ (4-rj2 nr’
—=J,  + :
8 €6 \3n 2

—
Il
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=r4(£—ij=0,1097569-r4
8 9m

e Quarto de Circulo:

2
Joeg Td7-S

nr’ (4-rj2 nr’
—:Jz + .
16 ca 3n 4

e
Il

Ioo=rt (1 - ij —0,0548784 -1
G 16 9=n

4. Produto de Inércia

E definido com a integral _[ VAR dS obtida multiplicando-se cada elemento de

area dS de uma area S por suas coordenadas z e y em relagc@o aos eixos coordenados ze y e
integrando sobre a area.

Ao contrario dos Momentos de Inércia J, e Jy, o Produto de Inércia pode ser
positivo, negativo ou nulo e ndo tem significado fisico. Sera 1util mais tarde para a

determinagio dos proprios Momentos de Inércia. E indicado pela abreviagio J,y.

y A

ds

)

v

Calculando J 2y = j VAR'S dS para as figuras mais comuns temos:
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Retangulo:
Y 4

cG Jzyzfz-y-dS
h||<Z> N ) 5 b
b b” |y
J = | —- b.d - .| =
y ” £2 y-brdy=" {21
=Z b2.h2
b Iy =
—> 4

Tridngulo:

Ha quatro posig¢des para os tridngulos. Desenvolveremos uma delas.

_ y:—h-z +h:h(1—zj
b b
dS = y-dz
h
dz
—>H<
<z b ‘ z
_ _y
zZ=7 y 7
® y 1° 2
JZ :jzde:JZ_de:—jzy dS
Y 0o 2 2%
b 2 21 2 3
J, =lfz-h2 1—%+Z—2 dz h—j z—zi 2_2 dz
! 20 b b 20 b b
_h*(b7 26" b' ) _hi(bT 2b° b
Y202 3b 4b°) 212 3 4
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2 2 2 12
| :h_{(6-8+3)b] |, _b>h

S/ 12 ~ 24

4.1. Teorema dos Eixos Paralelos

De forma semelhante ao que fizemos com os Momentos de Inércia teremos:

yA
Z
?A
dz Z’
ds l\
DRk
CGJ =
S y
d;
¥ —
O ;z
z=27'+d,
y=y'+d,
I, =[z-y-dS

Jzy = I(Z'+d2 ) ) (y'+dl ) ) dS
J,,=]d-d,-dS+d,-[z-dS+d, [y dS+[z"y"dS
+d,-d,-S

J

2y = 7yCG
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Aplicando para cada uma das figuras principais teremos:

e Retingulo:

VA

YcG
b/2 ¢

CG

I

> ZCG

h/2

e Triangulo:

y A
b/3_47<C

TN

CG |

v

a
g

I

b2.h2 B

ZYCG

+d,-d,-S

zweGg T o

220G

J +d,-d,-S =

zy ZyCG

bz.h2

2CG 72

b h
2 2

~.b-h
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5 — Momentos de inércia de uma area em relacio a eixos inclinados

Muitas vezes € necessario calcular os momentos e o produto de inércia I, Iy e Iy para

uma area em relagdo a um par de eixos u e v inclinados em rela¢ao aos eixos x e y , sendo

os valores de 0, I, I, e I, conhecidos. Para isso utilizaremos as equagdes de transformagao

que relacionam as coordenadas X, ye x’ ey’.

\ Y

v

x'= xcos(f) + ysen(d)
y'= ycos(€)— xsen(f)

Sabendo-se que :

I, = Iy'z dA
I, = jx'z dA
I, = [vydd

Substituindo x’ e y’ na expressao acima, tem-se:
I.= I (vcos(8) — xsen(d))’ dA

I, = [(xcos(6)+ ysen(6))’ dA

I, = '[ (ycos(f) — xsen(d))(xcos(f) + ysen(d))dA

Expandindo cada expressao e lembrando que
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I,=[yda

2
I,=[xd4
I, = J. xydA
obtem-se

I,=1cos’@+1 sen’ 0 —2I  sen6cosd

I, =1 sen*@+1 cos’@+2I senfcosd

1., =1 senfcosd—1 senfcosd+1 (cos’d—sen’H)
Simplificando estas equacdes utilizando as identidades trigonométricas
sen 26 = 2senfcosd

cos20 =cos* @ —sen’ @

resulta:

I+1, -1
= L4 ~c0s26 — 1, sen26

2 2

I +1 I -1 (1)
= x2 L x2 ~c0s20 + 1 sen26
I, = Y sen20+1_ cos20
X 7 Xy

Se a primeira e a segunda equacdes forem somadas, pode-se mostrar que 0 momento polar
de inércia em relacdo ao eixo z que passa pelo ponto O ¢ independente da orientacao dos
eixo x’ e y’, ou seja:

Ly=1.+1,=1+1,

Momentos principais de inércia

As equagdes (1) mostram que Ix’, Iy’ e Ix’y’ dependem do angulo de inclinagdo [ dos
eixos x’e y’. Deseja-se determinar agora a orientacdo desses eixos para os quais o0s
momentos de inércia da area, Ix’ e Iy’ sdo extremos, isto €, maximo e minimo. Este par de
eixos em particular ¢ chamado de eixos principais de inércia e os correspondentes
momentos de inércia em relacdo a eles sdo os chamados momentos principais de inércia .
Em geral existe um par de eixos para cada origem O escolhida. Nos projetos estruturais e
mecanicos de um elemento, a origem O ¢ geralmente localizada no centréide da area de

secao reta.
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O angulo 6=0p que define a orientagdo dos eixos principais da area pode ser obtido por
derivacdo da primeira das equagdes (1) em relagdo a 0 , impondo-se resultado nulo.

L1
U 5 en20-21 c0s20 =0
do 2 ’

Assim, em 6=0p

I
tan26’p =—2ﬁ (2)
x y

Essa equagdo possui duas raizes Opl e Op2 defasadas de 90 ° e estabelecem a inclinag¢do dos

eixos principais. De forma a substitui-las nas equagdes (1) devemos inicialmente obter o

seno e o cosseno de 2 Opl e 20p2 o que pode ser feito pela relagdo (2) em associacdo com a

identidade trigonométrica sen’ 20, + cos’ 260, =1. Obtem-se dessa forma:
Para 6,

-1/

sen26,, =

cos20,,

Substituindo esses dois pares de relagdes trigonométricas nas equagdes (1) e simplificando

tem-se:
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Lista de Exercicios

1. Calcular os valores de Jz ¢ Jy em relagdo ao sistema de eixos que passa pelo CG da

secao.

a) yA

(cm)
18

><V
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b)

5 sl S |

]3

18

9
PEEER P "

2. Determine o produto de inércia (Jzy) para as figuras abaixo.

o

HCG

v

(cm)
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b)

v

Ya
- Z 14z
CG h-y
h
y
- >
©) Ya
R D ——
CG h-y
h
y
b

3. Determine o valor de J G baraas figuras abaixo.

zyC

Yca

A

— 2b/3
/

CG |

T3

> ZcG

v
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b)

yA
Yca
2b/3
\ ) .,
cG CG
h 2h/3
Ya
}:CG
b/3
_ =
D > ZCG
CG
h
2h/3
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