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Programacédo Linear - M odelagem

Programacéo Linear condste em méodos para resolver problemas de
Otimizacdo com restrigdes (injuncdes) em que a Fungdo Objetivo € LINEAR
em relacdo as variaveis de controle xi, X,...,Xn, € 0 dominio destas variaves é
injuncionado por um sistema de inequacodes lineares (Advanced Engineering
Mathematics).

Vamosiludrar este parégrafo através de um smples exemplo.
Exemplo 1

Suponha que para congtruir uma casa popular por més uma condrutura necessite
de 2 pedreiros e 4 serventes. Para congdruir um gpartamento no mesmo intervao
de tempo, a mesma condrutora necessta de 3 pedreiros e 8 serventes. A
congtrutora possui um efetivo total de 30 pedreiros e 70 serventes contratados.

A congrutora obtém um lucro de R$3.000,00 na venda de cada casa popular e de
R$5.000,00 na venda de cada apartamento e toda "producéo” da construtora é
vendida

Qua é a quantidade dtima de casas populares e gpartamentos que a construtora

deve congtruir para que esti obtenha lucro méximo.

Solucéo

Vamoas inicidmente representar este problema em forma de tabela.

Casa Apart. Disponibilidede de

Popular Mé&o de Obra
Pedreiro 2 3 30
Servente 4 8 70
Lucro (em mil R$) 3

A Funcdo Objetivo (que deve expressar o lucro total) € dada por:

f(xl,xz):Sx1 +5x, 1)



onde:
X1 € a quantidade de casas populares congtruidas,

X2 € a quantidade de apartamentos construidos.

A moddagem maemética da Funcdo Objetivo neste exemplo é muito sSmples,
pois o lucro total vai ser dado pela soma do lucro obtido com casas populares e
goartamentos multiplicados por suas respectivas quantidades produzidas (x; e
X2).

Por exemplo, s a condrutora construir 2 casas populares (x=2) e 3
gpartamentos (x,=3) o lucro totd vai ser:

fx,x,)=3" 2+5 3=21 @)
Como o lucro estd dado em milhares de Reais, a congtrutora terd um lucro de
R$21.000,00.

No entanto, sera que este lucro de R$21.000,00 é o melhor resultado que esta
construtora pode obter ?

Prestando atencdo no enunciado do problema, podemos reparar que existe uma
limtacdo de mé& de obra (ndo exigem infinitos pedreiros e serventes) e
portanto, este fato limitard a"producdo” desta construtora.

Edtalimitacdo é denominada de maneiramais forma de Restricédo ou | njuncao.
VVamos ver como estas injungdes pode ser model adas matemati camente:

Para cada casa congruida a construtora necessita de 2 pedreiros e para cada
gpartamento congtruido a congrutora necessita de 3 pedreiros. Existem 30
pedreiros contratados. Portanto, podemos moddar esta restricdo de maneira

matemética por:

2x, + 3x, £30 (inequacdo de injuncdo de pedreiros) 3
De maneira andoga a expressio 50, a construtora necessita de 4 serventes para
cada casa congtruida e 8 serventes para cada apartamento construido. Existem 70

serventes contratados. Esta injuncéo é dada por:

4x, +8x, £ 70 (inequacio de injuncéo de serventes) 4)



Além das inequagdes 3 e 4, podemos escrever mais duas inequacles de injuncdo
gpenas para limitar as quantidades congtruidas de casas e apartamentos para
vaores podtivos por motivos Obvios (ndo se pode condruir -1 (menos um)
gpartamento ou -2 (menos duas) casasl). Estas inequagdes s&o:

x, 30 )

1

X, 30 (6)

As inequacbes 3, 4, 5 e 6 definem um quadriladero no plano (x;,x2) onde
qualquer ponto que estga "dentro' (contido) deste é uma solucdo possivel
(viavel) para este problema. Cabe entdo a nos descobrirmos qua destes pontos é
asolucdo dtima.

A figural mogtra este quadril&ero.

otimizacdo linear - casa X apartamento
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Fig. 1- Quadrilétero representando aregido de solucbes vidveis.

O gréfico da figura 1 mostra, por exemplo, se a congtrutora construir 15 casas,
esda ndo poderd congruir nenhum gpartamento, ou sga, x1=15 e x,=0. Esta é
uma 0lucdo possivel pois satisfaz as 4 inequagbes de injuncdo citadas, porém
néo éadtima

As inequagbes 5 e 6 "forcam" que a lucdo estga no primeiro quadrante, a

inequacdo 3 "forca' a solugdo estar sobre ou abaixo da reta 2x, + 3x, =30
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(linha vermelha) e a inequacéo 4 "forca' a solucéo estar sobre ou abaixo da reta
4x, +8x, =70 (linhaverde).
Se fizamos f (x,,x,) =constante estaremos determinando as "curvas de nivel" da

Func&o Objetivo:

45
otimizacdo linear - curvas de nivel
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Fig. 2 - Quadrilatero representando aregido de solucdes vidveis e curvas de nivel.

As curvas de nivel estéo indicando que os vaores da Funcdo Objetivo estdo
aumentando a medida que estas aproximam-se das retas delimitadoras referente
as injungdes do pedreiro e do servente (linhas vermelha e verde). Todos os
pontos (x1,X2) que etd sobre uma mesma curva de nivel caracterizan um
mesmo vaor para Funcdo Objetivo (mesmo lucro no caso), porém combinagies
diferentes de quantidades de casas populares e apartamentos construidos.

A figura 3 modtra a Fungdo Objetivo e as suas respectivas curvas de nive

projetadas sobre o0 plano (x1,X2).



Fig. 3- Quadrilétero representando a regido de solugdes viaveis, curvas de nivel e Funcéo
Objetivo.

A figura4 mostra o mesmo gréfico dafigura 3, porém de outro ponto de vista.
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Fig. 4 - Quadrilétero representando as solucdes viaveis, curvas de nivel e Fungdo Objetivo de outro ponto

devista



Neste exemplo a solugdo dtima serd a intersecdo da "eguagdo da reta do
pedreiro” (linha vermelha) e a "equacdo da reta do servente' (linha verde), ou
sgja, X1=7.5 e X.=5.0.

O proximo exemplo trata este mesmo problema, porém vamos incluir mais uma
restricéo referente ao trabalho do carpinteiro na construgéo das casas populares e

apartamentos.

Exemplo 2

Suponha que para construir uma casa popular por més uma condrutura necesste
de 2 pedreiros, 4 serventes e 1 carpinteiro. Para se congtruir um apartamento no
mesmo intervalo de tempo, a mesma congrutora necessita de 3 pedreiros, 8
serventes e 3 carpinteiros. A congtrutora possui um efetivo total de 30 pedreiros,
70 serventes e 20 carpinteiros contratados.

A congtrutora obtém um lucro de R$3.000,00 na venda de cada casa popular e de
R$5.000,00 na venda de cada apartamento e toda "producdo” da construtora é
vendida

Qua é a quantidade Gtima de casas populares e gpartamentos que a construtora

deve construir para que esta obtenha lucro maximo.

Solucéo

Da mesma manera que procedemos no exemplo 1, vamos inidadmente

representar este problema em forma de tabela.

Casa Apart. Disponibilidade de

Popular M&o de Obra
Pedreiro 2 3 30
Servente 4 8 70
Carpinteiro 1 3 20
Lucro (em mil R$) 3 5

A Funco Objetivo é amesmado exemplo 1:



f(xl, xz) =3x, +5x,
onde:
X1 € a quantidade de casas populares congtruidas;
X2 € a quantidade de apartamentos construidos.
As inegquagdes de injuncdo s&o:
2x, + 3x, £30 (inequacdo deinjuncéo de pedreiros)
4x, +8x, £70 (inequacdo deinjuncdo de serventes)

x, +3x, £20 (inequacdo de injungdo de carpinteiros)

3
X, * 0

(7)

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

Temos agora 5 equacdes, sendo que 0 ponto oriundo da intersegdo da "equacdo

do pedreiro” com a "eguacdo do servente' (ponto A) é diferente do ponto

oriundo da intersecdo da "equacdo do servente' com a “"equacéo do carpinteiro”

(ponto B).
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Fig. 5- Equacdes das retas que delimitam aregido de solucbes viaveis.

Olhando o gréfico da figura 5, vemos que a solucdo sem a restricdo devida ao
capintero é a solucdo que obtivemos no exemplo anterior (ponto A) por
motivos Gbvios (€ 0 mesmo exemplo!), porém com o acréscimo da injuncéo do
carpinteiro, a solucdo Gtima agora passa a S 0 ponto B cuja coordenada é
x1=10.0 e x,=3.33.

A figura6 mostra o quadrildtero daregido viave.

otimizagdo linear - casa X apartamento
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Fig. 6 - Quadrilétero representando aregido de solucbes vidveis.



E importante reparar que a0 acrescentarmos mas uma injuncd (a do
carpinteiro) a aea do quadrildero diminui, estando de acordo com nossa
intuicdo, umavez que menos solucdes viavels S8 possivels agora.

A figura7 mostra as curvas de nivel e o quadrilétero deste exemplo.
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otimizacdo linear - curvas de nivel
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Fig. 7 - Quadrilétero representando aregido de solucdes vidveis e curvas de nivel.

Fig. 8 - Quadrilatero representando aregido de solugdes viadveis, curvas de nivel e Funcéo
Objetivo.



Como vimos nos exemplos 1 e 2, a solugdo grafica para os problemas de
Programacéo Linear € possivel quando temos aé duas varidveis de controle,
porém a maioria dos problemas préicos envolve mas variaveis 0 gque exige a
utilizag&o de outros métodos de solucao.

O méodo mais empregado para a solucdo de problema de Programacéo Linear €
0 Méodo Smplex.

Formulacao do Problema

De maneira formal, o problema de Programacéo Linear condste em determinar o

valor da solucao (x1,X2,...X,) que maximize a Funcdo Objetivo dada por:

xn)=(:1x1+czx2 +..+c x, (13)

5 (14)

Precisamos maximizar z obedecendo & m redtrigdes (injungdes) impostas &s n

vaiaves x:
ia11X1 + alZ Xz + "'+a1nxn £ b1 (15)
J|"a21x1 +a,x, +..ta,x £b,
|
Tamlxl +am2X2 + + amn Xn £bm
ou de maneira mais elegante:
(16)

a a,x, £b,, paai=12,..m

=1
onde:

x, ® 0 éavariave j aser designadaou produzida;

¢ € o coeficiente de lucro (ou de custo) paraavariavel x;;

z é aFuncdo Objetivo a ser maximizada;
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aj €0 codficiente da variavel x nainuncéo i;
bi € 0 valor limite darestricéoi;
j=1,2,....n € 0 nUmero de variaveis, e

i=1,2,...,m é 0 NnUmero de injungdes impostas.

Utilizando notacdo matricia, o problema de Otimizacdo Linear pode ser escrito
COMO:

Maximizar

z = CX (17)
jeita as restricOes

AX £B (18)

onde:
C :l_c jJ éum vetor linha
x = |x,| eB = b, ] o vetores colunas; e

A = [a”.J éumamatrizmx n.

Utilizando a notac@o matricia, o exemplo 2 fica

éx, u (19)
z=CcXx=[3 slg’y
ex;u
Sujeita as restriges.
& 30, é30 U (20)
_é aex,u . é&
A.X£B—§4 8@'%H£§O@
g 3d goy

Alguns comentarios tornam: se interessantes neste momento:
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1) As inequacles de injuncdo delimitam uma &ea ou regido (no caso de 3 ou
mais variavies de controle) fechada ou convexa de solugbes vidvels, denominada

regido de injuncdes (ou de restrigoes).

2) Devido a todas as equaces (e inequaces) envolvidas serem lineares, o valor
otimo da Funcdo Objetivo z SO pode ocorrer em um dos veértices da regido das

solugdes viave's (Teorema Fundamenta da Programacéo Linear).
3) Para determinarmos a solucdo Otima basta procurarmos o vaor da Fungéo

Objetivo nos vértices da regido de solugdes vidveis. Estes vértices correspondem

aintersecéo de pelo menos duas equagdes de injuncéo.
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